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Grundsatzliches und Allgemeine Hinweise

Reproduzierbarkeit des Experimentes = Reproduzierbarkeit der Auswertung

4

» Wiederholung der Auswertung muss zum gleichen Ergebnis fiihren
» Anwendung auf dhnliche Daten muss zu vergleichbarem Ergebnis fiihren

» der Ablauf der Auswertung muss nachvollziehbar und dokumentierbar sein

Anforderungen an die verwendete Software

4

» Ausfiihrliche Dokumentation aller Funktionen und Prozeduren
» Moglichkeit zur Erstellung und Abarbeitung von Befehlslisten

> Fehlerfrei bzw. Dokumentation bekannter Fehler (Open Source)

[QeiPlot]  [GnuPlot]



Versuch F3: experimentelle Bestimmung der Erdbeschleunigung

Moglichkeiten zur Bestimmung der Erdbeschleunigung g:
> statische Messung:
» aus Kraft und Masse F=gm = g=£

m

» dynamische Messung:

» aus Fallzeit: t = \/2gI = g= %’

» aus Periodendauer eines Pendels: T =27 ’gi = g=4n"7

erfordert unabhiangige Messung zweier GréBen z.B. von [, und T

Messen bedeutet: Vergleichen mit einem Normal = Messunsicherheit

4

| mathematische Statistik |




Histogramm - Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

> Eigenschaft einer sehr groBen Gruppe

dhnlicher Objekte (Grundgesamtheit) 25 T T T T T
» KorpergroBe von Mitteleuropaer -0 L — |
» Die Masse der Massestiicke aus F4 - —
» Wiederholungen einer Messung ¢ 15t ]
» Entnahme einer Stichprobe (Umfang = n) ug —
. . . : 10 .
> Einteilung in N Intervalle T
> Anleitung: N =5logign 5 | i
> Sturges: Ax:%
> Scott: Ax=356n"1/3 0 : : : : :
49.8 499 50 50.1 50.2 503 50.4

» Bestimmung der Anzahl h; je Intervall

4

Woahrscheinlichkeitsdichte

Masse in g

Haufigkeit von Massestiicken



wichtige Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

WDF (probability density function pdf)

ﬁ wenn a< x<bh
> Gleichverteilung: f(x)=
0 sonst
. 1 BYE=0%
» Normalverteilung:  f(x) = e 2\s (Grenzwertsatz)
oV2n
Ak
> Poisson-Verteilung: f(k)="—e"*

ke Ng A c€R" = wichtig fiir Zihlergebnisse
> t-Verteilung
» F-Verteilung
» x>-Verteilung

alle Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen sind normiert = / f(x) dx=1



Histogramm - Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

» Annahme einer GauB-Verteilung

» Schatzung von u und o aus den Daten

25 T T T T T
~ 1Z ~ 1 n P 20 |+ .
fi=-Yx &= Y (xi—H) /]
n &= n—14%4 -
i=1 i=1 D
™ 15 E
> Fliche unter dem Histogramm Ax-n = 10
:(jg
4 5 | .
0 | | | [T T =4
49.8 499 50 50.1 50.2 503 50.4
y(X) = AHistogramm WDF .
2 Masse in g
1(x—
_ B ()
oV2rm

4

objektive Beurteilung der Ubereinstimmung schwierig



Summenhaufigkeit - Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion

v

i
Summenhaufigkeit: sh; = Z h;

v

Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion: F(x):/ f(t)dt

(cumulative distribution function cdf)

» Wahrscheinlichkeit, dass x < z = P(x<z)=F(2)
» Wahrscheinlichkeit, dass x in [a: b] = P(a<x < b)=F(b)— F(a)

-

. 1 2 x—U
GauB-Verteilung:  F(x / e 3( dt:CD
& (x) ()'\/27'[ < (o >

®(x) Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
P(—o<x—pu<o) = o(1)—d(-1)=0.6827
P(—20 <x—u<20) = &(2)—d(—2)=0.9545



Konfidenzintervalle

value of pdf

value of pdf

0.5

T T T T T
einseitiges 10 Intervall a=0.84

0.4

0.3

0.2

0.1

0.5

T T T T T
einseitiges a=0.95 Intervall

value of pdf

value of pdf

0.5

T T T T T
zweiseitiges 10 Intervall 0=0.68

0.5

T T T T T
zweiseitiges a=0.95 Intervall




Summenhaufigkeit - Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion

. wop sh;
> relative Summenhiufigkeiten — , L 0.99
n
4 0.95
> Annahme einer GauB-Verteilung ) 4 0.90
- . C [ ~0.80
> ,Wahrscheinlichkeitspapier 1070
. f g 4 0.60
= Skalierung der y-Achse mit ¢ E of {050
= Anwendung von ®~! auf alle y-Werte 153
p— . ,1 = .
= ®(*E) wird als Gerade dargestellt 4010
R b 1 Sl 4005
y=ax+b = U=——und o=- 0.01
a a
R - 3 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
» Berechnung von U und o aus den sh; 498 499 50 501 502 503  50.4

Masse in g

4

statistisch begriindete, und damit objektive Beurteilung der Ubereinstimmung

cumulative frequency



Messabweichung

v

v

v

v

>

=

=

=

Messabweichung = Messwert - wahrer Wert
2 unterschiedliche Ursachen u = ugys + u,
viele EinfluBfaktoren mit unbekannter WDF

Zentraler Grenzwertsatz der Stochastik

Die Summe einer groBen Zahl von unabhingigen Zufallsvariablen ndhert sich asym-
ptotisch einer stabilen Verteilung. Bei endlicher und positiver Varianz der Zufalls-
variablen ist die Summe anndhernd normalverteilt.

= Sonderstellung der Normalverteilung.

keine systematischen Messabweichungen

Erwartungswert E[u,] =0

zufillige Messabweichungen konnen als .#°(0,62) betrachtet werden

. 1
.uu:*ZUi%O
nizs



Versuch F1

8.921

zufillige Messunsicherheit(u;) = Ableseunsicherheit = abgelesener Wert - wahrer Wert



Versuch F1 - Auswertung

> Berechnung der Messabweichungen u; = Xapgelesen — Xwahr

> Bestimmung der Zahl n* und n= = Vorzeichentest [n* —n~| <+/nT+n~
Problem: Behandlung von Nulldifferenzen

> Festlegung der Klassenanzahl m und der Klassengrenzen upmjn -+ Umax
Bestimmung der Haufigkeiten h; , j =1...m = Zeichnen des Histogramms

» Berechnung der Schitzwerte von Mittelwert i1, und Standardabweichung &,
Zeichnen der zugehdrigen Normalverteilung

sh;
» Berechnung der relativen Summenhiufigkeiten — , j=1...m
n

Eintragen auf Wahrscheinlichkeitspapier, Bestimmung von [, und 6, aus der Geraden

> u; Messunsicherheit = Erwartungswert von E[u,] =0 !!!!
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direkte Messung einer physikalischen GroBe

Beispiel: Messung der Zeit t fiir k Schwingungen eines Pendels

» n Wiederholungen der Messung unter gleichen Bedingungen

» Mittelwert = Schitzung des , Wahren Wertes" t=[1 =

S|

n
¥
i=1
> zufillige Fehler
» Standardabweichung = /Varianz = V 62 = Unsicherheit der Einzelmessung

s—a—\/ LY (4-p)

n—14
i=1
» Vertrauensbereich = Unsicherheit des Mittelwertes = u?

1
vil—a)=xt,—1(1— ,a)i Signifikanzniveau =1 —«

24
v(68.27%) = i\% Intervall [£10], da t,_1(0.84135) ~ 1 fiir n > 10
n



direkte Messung einer physikalischen GroBe

systematische Fehler
> systematische Restfehler (nicht mehr behebbarer Restfehler)

Mittelwert

» fiir jedes Messgerat verschieden = ZufallsgroBe +u
—, Sesamt _ .z + usysRest

» oftmals gegeben als u¥°Rest = 3+ b- Messwert

z

+
*u sysRest
+
U gyeRest

» Verschiedene Messungen mit gleichem Gerat
= getrennte Fehlerfortpflanzung fiir u? und u®sRest

> systematische Fehler (bekannte Physik) = Korrektur
Beispiel: Amplitudenabhingigkeit der Periodendauer eines Pendels

@ = mae (5) e (5) () s () (3) ()¢

a?
To (1 + > bei hinreichend kleinen Amplituden

Q

16
1

2
1+%

Ty

Q

T(a)



Fehlerfortpflanzung

Berechnung einer physikalischen GroBe aus mehreren Messwerten

4

GauB'sches Fehlerfortpflanzungsgesetz

> skalare GréBe y = y(x) = y(x1,x2,...,%n) - Funktion des n dimensionalen Vektors x

» Fiir die Varianz von y(x) gilt:

Var[y(x)] = E [(y(x) ~Ely(x)]) 2] ~E [(V (x) - (%)) 2]

> die Unsicherheit u,, = x; —X; mit X; = E[x;] sei klein
= Abbruch der Taylorentwicklung von y(x) in der Umgebung des Punktes x = X nach der
ersten Ordnung
9y(x)

X)+Z %) Ix;

X=X



Herleitung GauB'sches Fehlerfortpflanzungsgesetz

= damit folgt fiir (u,)2 = Var[y(x)]

valy(0] = E {(;nl(x"—xﬂ % ) ]
) N Av(x 20(x
(uy)? = ,;E’l g’)((i) x _E[(x, x,> (XJ—XJH gfg) B

» Elemente der Kovarianzmatrix X des Vektors x.

£[(5)(5-5)] =

= allgemeine GauB'sche Fehlerfortpflanzungsgesetz

5w 9y(x)

(”y)2 = Z Z Ix;

i=1j=1

X=X




Herleitung GauB'sches Fehlerfortpflanzungsgesetz

» Sonderfall: x; sind unkorreliert
» 0jj = Cov[x;,x;] =0 fiir i #j
» 0;; = Var[x;| = 0',-2 = u>2<,,

» X ist eine Diagonalmatrix

= einfache GauB'sche Fehlerfortpflanzungsgesetz

4%

» Voraussetzungen sind meistens gegeben

2
| )
X=X

Anwendung des allgemeinen GauB'sche Fehlerfortpflanzungsgesetz notwendig:

» wenn die GréBen x; aus einer statistischen Auswertung folgen
z.B. Achsenabschnitt und Anstieg aus einem Geradenausgleich
dann gilt o;; #0



Fehlerfortpflanzung

Unsicherheit der aus mehreren Messwerten berechneten GroBe y = f(x1,x2,- -+, Xp)
Xx; mit unterschiedlichen Messgerdten gemessen

n ay 2
> GauB: uy = Z (Bux’)
i=1 \OXi
sysRest

> aus Messungen bestimmt: /=1, uf und u , gesucht vy
sysRest
= up=uf+ u,qu e
. _ R 1
» aus Messungen bestimmt: t = £, u? und uibee“, gesucht: T = Et und ut
= ur=-—u mit ur=ui+ uinReSt

k
> [und T aus Messung mit zwei verschiedenen Messgeraten, gesucht: g und ug

/ .
= g:4ﬂ:2ﬁ mit  ug nach GauB aus v, und ut



verschiedene Messgerit (u;”” unkorreliert)




Fehlerfortpflanzung

Unsicherheit der aus mehreren Messwerten berechneten GroBe y = f(xq,x2,++,Xn)

» d und h aus Messung mit gleichem Messgerat, gesucht i, uy

_J 1 2 3 o
- H=_= 12<h+ d>

no /o
> uy nach GauB uj = Z (83:
i=1 i

» systematischer Restfehler u)s,ySReSt

2
4 z V4
“x,-) aus vy und uf

&y sbeest
(9x,

Rest Rest
Zys est | ind ysRes

aus u d

= Gesamte Unsicherheit vy, = uy +u SysRest

(Michael Grabe ,,Grundriss der Generalisierten GauB‘schen Fehlerrechnung”
Springer 2011)



. . sys .
gleiches Messgerat (u,- korreliert)

@\

sys
Bx i

2 5
z __ ySs n
uy, = Z ax, )

y =f(x1,Xx2, "y Xn) uy—uz—i-u




Runden nach DIN 1333

Die Zahl der signifikanten Stellen wird durch den Wert der Unsicherheit bestimmt.

» Runden der Unsicherheit:
Wenn die erste von 0 verschiedene Stelle

. 1 oder 2 st d ird in der Stelle rechts daneben det
e 3 bis g [ 'SHannwr in dieser Stelle gerundet.

Die Unsicherheit wird dabei immer aufgerundet! (DIN 1333 Abs 6.1)

» Runden des Schatzwertes:
Der Schatzwert wird in der gleichen Stelle gerundet, wie die Unsicherheit.
Wenn die Ziffer rechts neben dieser Stelle

eine{ 0 b%s 4 } ist, dann wird der Schatzwert {
5 bis 9

Nach DIN 1333 sind im Ergebnis nur die signifikanten Ziffern (erste von Null verschiedene Stelle
bis zur Rundungsstelle) anzugeben - das Auffiillen mit Nullen ist unzuléssig. Dazu ist das Komma
soweit nach links zu verschieben, bis es unmittelbar rechts von der Rundungsstelle steht. Danach
ist das Ergebnis durch Multiplikation mit der entsprechenden Zehnerpotenz zu korrigieren.

abgerundet
aufgerundet

Deutsches Institut fiir Normung e.V., Zahlenangaben, DIN 1333 (1992), Beuth Verlag GmbH, Berlin
https://www.beuth.de/de/norm/din-1333/1819868



Ablesung Nonius (z.B. Messschieber, Winkelskala am Spektrometer)

0 5 10 15 20 25

| I \‘

| ]
0 10

4,72




Ablesung Nonius (z.B. Messschieber, Winkelskala am Spektrometer)

0 5 10 15 20 25

HH‘HH‘HH‘HH‘

0

SRR R R R
5 10

1.18




Versuch F3 - Physik

mathematisches Pendel, Massepunkt physikalisches Pendel, starren Kérper
I — Abstand Massepunkt | — Abstand Schwerpunkt
T 2 / /
0o = - 2
g To = 2=x M
Massepunkt =- starrer Korper = mig
U Y
Js+m/?
I, u o= =T
To = 21 f(1+72) L ml
s 2
& _ mt!
2 /

2
Massepunkt = Kugel u= gr

/ 212 _ H_ KB
To = om|l(1420 I+ ’(H/z)
g 512



Versuch F3 - Teil 1

1. Bestimmung der Periodendauer T und der Unsicherheit ut
(aus jeweils 10 Wiederholungen, konstante Amplitude, groBte mégliche Fadenldnge)

» Messung der Zeit fiir 1 Schwingungsperiode
» Messung der Zeit fiir 20 Schwingungsperioden (Start, Stopp am Umkehrpunkt)
» Messung der Zeit fiir 20 Schwingungsperioden (Start, Stopp am Nulldurchgang)
» Messung der verwendeten Amplitude fiir Amplitudenkorrektur
2. Messung der Fadenlange / (Abstand Schwerpunkt - Aufhdngung) und Fehlerabschitzung
J 1
3. Berech der GroBe p = — = —
erechnung der GroBe p = — 16
und uy des zylinderférmigen Pendelkérpers

1
d*+ ﬁhz (Rotation um Querachse)

» Messung von d und h des Pendelkdrpers an > 10 verschiedenen Stellen
4. Berechnung von g und ug aus den korrigierten Werten

» To und u7, (Amplitudenkorrektur)
» I und u;, (Korrektur starrer Kérper)
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Versuch F3 - Teil 2

Hauptproblem bei Bestimmung von g: Messung von | = Messung von Ty als f(/)

> schrittweise Verkiirzung der Pendellange
| = /0 —X

> Messung der Periodendauer T = f(x

o

. a
= Amplitudenkorrektur @ = arctan <7> 2 —

Problem: | = [y — x aber Iy unbekannt
= Linearisierung
ly 4m?
T02 :47'5'2*0 ——x =01+ 0xx
4 g

4 0]
égze—z und /0—0—1

T02 [52]

4.2

4
3.8
3.6
3.4
3.2

3
2.8
2.6
2.4

0 50 100 150 200 250 300 350 400

X inmm

lineare Ausgleichsrechnung




Versuch F3 - Teil 2

weiteres Problem bei Bestimmung von g: Einfluss von u = Funktion Ty = f(/) nichtlinear

> schrittweise Verkiirzung der Pendellange

T [s]

> Messung der Periodendauer T = f(x 1.95
1.8 -
/
1.65 -

=l —x 2.05 T T T T T T T
19
i <am T r
1.75 |
Ty —on (12 L (2 \?) [Jo=x 16—t L1
(x)=2z |1+ 72 h—x 2 0 50 100 150 200 250 300 350

2 —
1.85 -
a a
= Amplitudenkorrektur o = arctan (7) - 17 L
X inmm

= starrer Korper u #0

B 1 a \? o —x u nichtlineare
T) =2z <1+ 16 (/0 —x) ) \/ g <1+ (lo —x)2) Ausgleichsrechnung




Ausgleichsrechnung

> Ausgangspunkt:
Reihe von n Messwerten y = (y1,¥,...,¥n) die in Abhingigkeit von
r nichtstochastischen EinflussgréBen x; = (x1, X2, ...,%,); bestimmt wurden.

y,:f(x,’6)+el I.:].,...,n
> £=(€&,8&,...,&) sind die Abweichungen der Messwerte y;

Es gilt: E[e]=0 = E[yi]=f(x;,0)
und: Var[e] = 6% wobei 62 im allgemeinen unbekannt ist.

02 £ f(x) ,062#f(y;)) —> ©2=const

> gesucht:
Werte des Parametervektors 8 = (61, 6,,...,6,) und deren Kovarianzmatrix Cov[6]
» Methode der kleinsten Quadrate = Minimum der Summe der quadrierten Abweichungen

l(y/' —E[y])>=¢"¢ J aQE_)e)

-

Q(6) = =0

1



lineare Regression

> Linearkombination von p beliebigen, nicht notwendigerweise linearen Funktionen f;(x;)

P
Ely] = f(x,0) = Y 6;fi(x)) i=1,...n
j=1

Beispiele:
» Geradenausgleich = nur eine EinflussgroBe, linearer Zusammenhang

Elyi] = 61+ 6, x; i=1,....n

Parametervektors 8 = (61, 65)
» Elyi] = 61+ 0:x1; + O3x0, + O4x1, %0, + 95X12i + 96X22[ p=6und r=2
» Fourierreihe einer 27-periodischen Funktion f(t) in Sinus-Kosinus-Form
do

m
Ely;] = 7+ Z (akcos(kt;)+ bxsin(kt])) p=2m+1lundr=1
k=1

> min Q(6) = direkte Lésung mit Matrizenalgebra



lineare Regression

Die p Funktionen f;(x;) und die n Messstellen x; bestimmen die Werte

a;ij = fi(x)
= nx p Design-Matrix
a1 d1.2
a1 ap
dn1 dn2

= einfache Matrizengleichnung =

y=A0+¢

= minQ(0) = 6 =

(ATA)"'ATy und Cov[@]

i=1,...,n j=1,...,p
aip 1 X1
a2,p Geradenausgleich I x
anp 1 x,

lineares Modell der mathematischen Statistik

beziehungsweise  E[y] =

= -5 1

( TA) ™ mit 62 =




Gewichtung

> Voraussetzung gleicher Genauigkeit alle Messergebnisse nicht immer gegeben
» zu jedem Messwert wird ein entsprechendes Gewicht p; festgelegt
— Gewichtsmatrix P = diag(p1, p2, ..., Pn)-

y* — Pl/2y
> mit A" — P2A = Yy =A*0+¢* = lineares Modell
g = PY%

— Summe der Abweichungsquadrate

Q(0)=e"Pe=(y—AB) P(y—A0) Z Z(y, Elyil)pij(v; —Elyj]) = Y. pii(vi —Elyil)?
i=1j= i=1
> aus min Q(6) = folgt:

6=(ATPA) 'ATPy und Cov[8]=c2(ATPA)! mit ?—n Qmm()




Festlegung der Gewichte

1. manuell - z.B verschiedene Messgerate oder verschiedene Experimentatoren

2. aus Vorinformationen iiber die Unsicherheiten u;
z.B. uj = uyr systematischer Restfehler des Messgerites (Vielbereichsmessgerite)

» die u; werden als Vertrauensbereiche ([+10] Intervalle) angenommen

o2

> uj=4/— mit 02 = const | und m; = hypothetische Anzahl an Wiederholungen
mj
. o 1 1
= GeWIChtp;:m;:—20<—2 — pi=—
u us u:

i i i
» der Varianzfaktor 62 legt fest, welcher Messwert das Gewicht Eins erhilt
der Varianzfaktor o2 ist im Allgemeinen unbekannt
3. aus experimentell bestimmten Messunsicherheiten u;
> u; aus m; Wiederholungen y; , mit k=1,...,m; und Nutzung von y;
. mj 1
— Gewicht: pj=— = —
2 2
oy

4. aus Kovarianzmatrix X der Messabweichungen € = Prizisionsmatrix P = X!



nichtlineare Regression

> nichtlineare Regression E[y;] = f(x;, 6)

> Es gelten alle Annahmen der linearen Regression

1 [0 #f(x) 62 #F(y) — 0= const

2. Gewichtung mit Matrix P
> minQ(0) = 6
iterative Losung z.B. mit Levenberg-Marquardt-Verfahren erfordert Startwerte fiir 6

> Kovarianzmatrix:  Cov[0] = c2GP1GT

d
mit gkv,-:a—ek mit k=1...p und i=1...n
Vi ly=E(y)
— 1 o n.n ~
R Ps:nipZZ (xi,0)) pij (vj — £(x;,6))

=1 J:]_



Bedeutung von ,reduced chi-square*

Minimiert wird die Summe der Abweichungsquadrate

Q(6)=e"Pe=(y—A0) P(y—A®) Z Z yi— f(xi,0))pij(y; — £(x},6))
i=1j=
Wenn
1. f(x,0) linear in den Parametern 6 ist,

2. mit P =diag(p1,p2,...,pn) mit p; = 1/u? gewichtet wurde,
_f(x:.0
3. die (y,(x,,@)) nach .47(0,1) normalverteilt sind
uj
ist die GroBe Q (5) nach x?2 verteilt mit (n— p) Freiheitsgraden.

Sind auBerdem
4. die u;j experimentell bestimmte Unsicherheiten der y;
dann, und nur dann, kann

e 1 .
1. Q (9) bzw. p Q (6) (reduced chi-square) fiir einen Anpassungstest genutzt und

=5 def
2. 62 = 1 gesetzt werden.

— 1 —
In allen anderen Fillen gilt: 02 = —— Q@ (6) — Varianz der Gewichtseinheit
n—p



Unsicherheiten des Parametervektors 6

> Unsicherheit (Konfidenzintervall) von é; wird durch die Wahrscheinlichkeit P bestimmt,
P(dmin < 6j < dmax) =1—a mit dem Signifikanzniveau 1— o
mit der dieser im Intervall dpin < 6; < dmax liegt
. — 12— \1/2
= dmin,max = 6j + tnfp(l - (X/2) Sj mit Sj= Var[GJ] = (COV[G]j,j>

> [t1o] Intervalle =— ug =s;

Richtige Ergebnisse nur wenn statistisches Modell der Physik entspricht




Versuch F3 - Teil 2

1. Messung der Periodendauer (20 Perioden) fiir > 10 verschiedene Fadenldngen.
» Verkiirzung des Fadens in Schritten von 2 Ringmarken (1RM = 20mm).
» Wiederholung der Messreihe (Verlangerung des Fadens, Schrittweite 2 Ringmarken)
> Uy = STD¢ + Ugysrest, Mit STD; aus F3 Teil 1

2. Auswertung als lineares Modell (ohne Korrektur mit u)
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> T02(X):47'E2 <0gx) =01 +6,x = 6, :47I2E0 und 6, = 7477:2§

» Amplitudenkorrektur mit To(x) = 5 mit o aus Teil 1
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3. Auswertung als nichtlineares Modell ohne Gewichtung (Korrektur mit u aus Teil 1)
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= Gewichtung mit p; =
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