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Der Versuch F1 (Einfiihrungspraktikum (2007) Seite 1 und 2) beschéftigt sich mit
einer Ursache der Messunsicherheit und deren statistischen Verteilung. Messen bedeutet
Vergleichen. Eine physikalische Grofle, z.b. eine Lénge, wird mit Hilfe eines Messgerites,
z.b mit Hilfe eines Lineals, mit einem definierten Normal verglichen. Um diesen Vergleich
fiir unterschiedliche Werte der zu messenden Grofle zu vereinfachen, ist das Messgerét
fast immer mit einer Skala ausgestattet, auf der sich der gesuchte Wert ablesen lisst,
entweder direkt oder mit Hilfe eines Zeigers. Der Ablesevorgang selbst ist eine Ursache der
Messunsicherheit, unabhéngig davon, ob der Experimentator diesen selbst ausfithrt oder
die Umsetzung mit elektronischen Hilfsmitteln (digitale Messgerite) erfolgt.

Den Versuch F1 kann jeder auf seinem eigenen Computer durchfithren. Dazu werden
das Programm GnuPlot und das GnuPlot-Skript F1.gnuplot benétigt. Durch Eingabe
des Befehls

load "Fl.gnuplot"

in das Terminalfenster von GnuPlot wird der Versuch gestartet.
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Abbildung 1: Versuch F1

In dem sich 6ffnenden Grafikfenster wird nach einem Vorspann eine Skala von 0 bis 10
mit einer Unterteilung in Schritten von 0.5 gezeigt. An einer zufillig gewahlten Position



dieser Skala ist ein Zeiger dargestellt (linke Seite von Abbildung 1). Die Position des
Zeigers soll mit 2 Nachkommastellen geschéitzt und notiert werden. Nach 5 Sekunden
wird darunter der wahre Wert der Zeigerposition, auf drei Nachkommastellen gerundet,
fiir weitere 4 Sekunden angezeigt (rechte Seite von Abbildung 1). Dieser ist ebenfalls zu
notieren. Auf diese Weise entsteht eine Messwertetabelle mit 100 Wertepaaren.

Die weitere computergestiitzte Auswertung kann auch mit dem Programm GnuPlot
erfolgen. Dazu ist als erster Schritt diese Tabelle mit einem einfachen Texteditor in eine
Datei, z.B. , daten.txt* zu iibertragen, jedes Wertepaar in eine eigene Zeile, in der ersten
Spalte der abgelesene Wert, in der zweiten Spalte der wahre Wert. Die Differenz zwischen
abgelesenem Wert und wahrem Wert ist der Ablesefehler, dessen Statistik im weiteren
untersucht werden soll. Gibt man in das Terminalfenster von GnuPlot den Befehl

stats "data.txt" using ($1-$2);

so erhélt man eine Vielzahl von Informationen iiber die Verteilung des Ablesefehlers. Sollte
stattdessen die Warnung “Can’t read data file” erscheinen, ist mit dem Befehl

cd "Pfad zur Datei data.txt"

in das Verzeichnis zu wechseln, in dem die Datendatei gespeichert ist. Der aktuelle Pfad,
das aktuelle Arbeitsverzeichnis, kann mit

pwd

abgefragt werden. Mit den Pfeiltasten up und down kann in der Liste der zuvor einge-
gebenen Befehle gebliattert werden. Damit koénnen diese erneut editiert und ausgefiihrt
werden.

Fiir die weitere Auswertung werden die Groflen Z,,in, Tmae und die Anzahl der Da-
tenpunkte bendtigt.

print STATS min
print STATS max
ntotal = STATS records

Fiir die Darstellung des Histogramms sollten die Werte fiir x,,;, und x,,q; von Hand so
festgelegt werden, dass alle Datenpunkte enthalten sind. In diesem Beispiel:

xmin = -0.26
xmax = 0.26

Fiir die spétere Verwendung konnen auch gleich die beiden Werte fiir den Mittelwert und
die Standardabweichung iibernommen werden.

mw = STATS mean
std = STATS_stddev

Zur Darstellung der Haufigkeitsverteilung wird der Bereich %,y - - - Timae In eine geeignete
Anzahl von gleich grofien Intervallen unterteilt. In jedem sollte wenigstens 1 Messpunkt
enthalten sein. Fiir die Anzahl der Intervalle gibt es unterschiedliche Empfehlungen. Im
Einfithrungsskript (2007) wird auf Seite 23 ohne weitere Begriindung N =~ 5log;,n an-
gegeben. Viele Statistiklehrbiicher beziehen sich auf H. A. Sturges (1926), der fiir die In-
tervallebreite Az = r/(1 + 3.3221og;,n) vorschligt. r ist der Bereich der Datenwerte
(Tmaz — Tmin). D. W. Scott (1979) nutzt die aus den Daten bestimmte Standardabwei-
chung um die Intervallbreite festzulegen. Az = 3.56 n~/3. Aus der Intervallbreite und
dem Bereich der Datenwerte ergibt sich dann die Intervallanzahl. Hier wird mit N = 10
weitergerechnet.



ncolumn = 10

Als néchster Schritt ist die H&aufigkeitstabelle zu erstellen. Diese enthélt in der ersten
Spalte den Mittelpunkt (zmin; + xmax;)/2 des jeweiligen Intervalls, in der zweiten Spalte
die Anzahl der Messpunkte n; die innerhalb des Intervalls liegen. In der dritten Spalte
wird gleich noch der Wert der Summenh&ufigkeit, der Summe Z;Zl n; eingetragen. Diese
Tabelle, die in einer zweiten Datei z.B. , histogrammdata.txt* abgespeichert wird, kann
entweder per Hand oder auch mit dem Programm GnuPlot erstellt werden. Dazu ist als
néchstes die Intervallbreite zu berechnen, der Dateinamen festzulegen und der Startwert
fiir die Summenhaufigkeit auf 0 zu setzen.

xdelta = (xmax-xmin)/ncolumn
set print ’histogrammdata.txt’
shn = 0

Durch Verwendung des schon bekannten Kommandos stats lidsst sich die Anzahl der in
jedem Intervalle enthaltenen Messwerte abfragen. Dazu ist die Angabe der Bereichsgrenzen
notwendig. Da wir nur eine Spalte von Werten, die Differenz zwischen Messwert und
wahrem Wert, verarbeiten, wird diese von GnuPlot als Spalte von y-Werten betrachtet.
Als x-Werte werden in diesem Fall die Zeilennummer in der Datendatei angesehen. Mit
dem komplexen Befehl

do for [i = 1:ncolumn] {

Xmax = xmin + xdelta

set yrange [xmin:xmax]

stats "data.txt" using ($1-$2) nooutput;

n = STATS records

shn = shn + n

print sprintf("% .3f %3i %3i", (xmin+xmax)/2, n, shn)
Xmin = xmax

}

wird die Datei mit den Histogrammdaten erzeugt. Erst nach Eingabe der letzten schlie-
Benden Klammer erfolgt die Bearbeitung. Die Fehlermeldung ,,All points out of range*
bedeutet, dass ein Intervall keine Datenpunkte enthélt. In diesem Fall ist die Anzahl
der Intervalle zu verringern oder die Werte von i, und ,,.; leicht zu verdndern. Als
néchstes ist die Datei mit den berechneten Histogrammdaten noch mit dem Kommando

set print

zu schlielen. Der letzte Wert der Summenhé&ufigkeit sollte mit der Anzahl der Datenpunkte
iibereinstimmen. Dies lésst sich leicht mit

print shn, ntotal

iiberpriifen. Die Festlegung der y-Bereichsgrenzen ist auf das Standardverhalten zuriick-
zusetzen

unset yrange
und die Achsenbeschriftung festzulegen

set xlabel "Messabweichung"
set ylabel "absolute Haufigkeit"



Nun kann das Histogramm gezeichnet werden.
plot "histogrammdata.txt" using 1:2 with boxes notitle;

Die Hohe der einzelnen Balken gibt die Anzahl der Datenpunkte in den jeweiligen Inter-
vall an. Das Verhéltnis n;/niotq; entspricht der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der zu
Grunde liegenden statistischen Verteilung, die sich fiir nsq; — 0o und Az — 0 ergébe.
In sehr vielen Fillen ist dies die Dichtefunktion der GauB-Verteilung

fla) =~ e 2

ovV2w

mit dem Mittelwert p und der Standardabweichung o.
dg(my,sigma,x) = exp(-0.5*((x-my)/sigma)**2)/(sigma*sqrt(2*pi))

Mit den anfangs aus den Daten bestimmten Werten fiir den Mittelwert und die Standard-
abweichung kann die zu dem Histogramm Dichteverteilung gezeichnet werden.

plot "histogrammdata.txt" using 1:2 with boxes notitle, \
xdelta*ntotal*dg(mw,std,x) with lines notitle;

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen sind immer normiert. Fiir sie gilt

/O;f(x)dxl

Das heifit, die Fliche unter der Dichtekurve hat den Wert 1. Der zusétzliche Faktor xdel-
ta*ntotal entspricht der Fliche aller Balken des Histogramms. Damit wird die Fliche
unter der gezeichneten Dichteverteiling genauso grof3, wie die Fldche des Histogramms.

25 1 1 1 1 1 1 1 1 1

20 | b

10 } \\ ]
1 o

1 1 1 1 1 1
0
-0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Messabweichung

absolute Haufigkeit

Abbildung 2: Histogramm mit GauB-Verteilung



Wesentlich besser ldsst sich die Ubereinstimmung zwischen der Verteilung der Daten-
punkte und einer gegebenen Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Hilfe der Verteilungsfunk-
tion beurteilen. Diese ist allgemein definiert durch:

Plz) = / () dt
Fiir die Normalverteilung ergibt sich daraus:
1 x t—
F(z) = / e 3(554)" gt
oV2T1 J_oco

Mit der Substitution z = "TT” kann diese auf die Verteilungsfunktion der Standardnormal-
verteilung ®(z), der Normalverteilung mit g = 0 und o = 1 zuriickgefiihrt werden.
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Die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung kann, so sie nicht als eigenstidndige
Funktion definiert ist, auch mit Hilfe der Fehlerfunktion erf(z) berechnet werden.

O(z) = % (1 +erf (\%)) (1)

In GnuPlot kann die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung mittels der Funk-
tion norm(x) berechnet werden. Damit lassen sich die berechneten Summenhéufigkeiten
zusammen mit der erwarteten Verteilungsfunktion zeichnen.

1,2
e 2% dz

F(z) =

set yrange [0:105]

set ylabel "absolute Summenhdufigkeit"

plot "histogrammdata.txt" using 1:3 notitle,)
ntotal*norm((x-mw)/std) with lines notitle;

Die Abweichungen sind bei dieser Darstellung (Abbildung 3) besser zu erkennen. Noch
deutlicher kénnten diese werden, wenn die y-Achse des Graphen in einer solchen Weise ge-
teilt wire, dass die Verteilungsfunktion eine Gerade ergébe. Dies ist durch eine Skalierung
mit der Umkehrfunktion der Verteilungsfunktion (Gleichung 1) zu erreichen.

2(®) = V2erf (28 — 1) (2)

Darin ist erf ! die inverse Fehlerfunktion, die Umkehrfunktion der Fehlerfunktion. Durch
die Anwendung dieser Funktion, die in GnuPlot als invnorm(x) bereits definiert ist, auf
die y-Werte des Graphen, wird die Verteilungsfunktion als Gerade

yzé(l‘—u)

dargestellt.

unset yrange

set ylabel "sigma"

plot "histogrammdata.txt" using 1:(invnorm($3/ntotal)) notitle,\
((x-mw)/std) with lines notitle;
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Abbildung 3: Summenhéufigkeit mit Verteilungsfunktion der Gauf3-Verteilung
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Abbildung 4: Skalierte Darstellung der Summenhéufigkeit und der Verteilungsfunktion der
Gauf3-Verteilung



Bei dieser Darstellung (Abbildung 4) ist die y-Achse in Vielfachen von o geteilt. Die
Werte der Summenhé&ufigkeit sind nicht mehr direkt ablesbar. Um das zu &ndern, kann die
rechte y-Achse mit einer entsprechend skalierten Einteilung versehen werden. Dazu sind
die folgenden Befehle notwendig,

set yrange [-3.0:3.0]

set y2range [0:1.0]

set ytics nomirror

set link y2 via norm(y) inverse invnorm(y)
set y2tics 0.1 format "%.2f" nomirror

set y2tics add (0.01, 0.05, 0.95, 0.99)

mit denen die Skalierung der y2-Achse tiber die Verteilungsfunktion mit der y-Achse ver-
kniipft wird. Zusétzlich sollten beide Achsen beschriftet werden.

set ylabel "sigma"
set y2label "relative Summenhdufigkeit"

Um die Ablesbarkeit der Werte aus dem Graphen zu erleichtern ldsst sich mit
set grid xtics y2tics

noch ein Koordinatennetz hinzufiigen. Dieses Netz, auf Papier ausgedruckt, wurde, als
,, Wahrscheinlichkeitspapier® bezeichnet, in Vor-Computer-Zeiten fiir den schnellen Ver-
gleich einer empirisch bestimmten Verteilung mit der Normalverteilung verwendet. Nun
kann alles zusammen noch einmal neu gezeichnet werden.

plot "histogrammdata.txt" using 1:(invnorm($3/ntotal)) notitle,\
((x-mw)/std) with lines notitle;

Die in den Abbildung 4 und 5 eingezeichnete Gerade wurde auf Grundlage der am
Anfang abgeschiitzten Werte fiir g und o berechnet. Es stellt sich nun die Frage, ob es
nicht eine besser an die Datenpunkte angepasste Gerade gibt. Dazu kann wieder der Befehl
stats verwendet werden. Nur wird er jetzt auf die Histogramm-Daten, auf die Spalten
mit T und Summenh&ufigkeit angewandt. Die Summenhéufigkeiten werden dabei mit der
inversen Verteilungsfunktion (Gleichung 2) skaliert.

stats "histogrammdata.txt" using 1:(invnorm($3/ntotal));

Als Ergebnis erhilt man neben den statistischen Informationen zu den Daten in den bei-
den Spalten auch Informationen zu den statistischen Beziehungen zwischen den beiden
Datenspalten. Darunter auch die Parameter a und b der Geraden y = ax + b, die einen
vorhandenen linearen Zusammenhang am besten beschreibt. Diese konnen mit den Befeh-
len

a=STATS_slope
b=STATS_intercept

iibernommen werden. Die Graphik wird mit der angepassten Geraden
y(X)=a*x+b

erneut gezeichnet (Abbildung 6).
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Abbildung 5: Skalierte Darstellung der Summenhéufigkeit und der Verteilungsfunktion der
GauB-Verteilung auf ,, Wahrscheinlichkeitspapier*
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Abbildung 6: Skalierte Darstellung der Summenhéufigkeit und der angepassten Vertei-
lungsfunktion der Gauf-Verteilung auf ,, Wahrscheinlichkeitspapier*



plot "histogrammdata.txt" using 1:(invnorm($3/ntotal)) notitle, \
y(x) with lines notitle;

Aus den beiden Parametern a und b lassen sich der Mittelwerte p und die Standardabwei-
chung o der zugehorigen Normalverteilung bestimmen,

und mit
print -b/a, 1/a

im Terminalfenster von GnuPlot ausgeben. Diese Werte sollten mit den am Anfang ab-
geschétzten Werten von p und o

print mw, std

im Rahmen der Fehlerintervalle, die auch in der Ausgabe des Befehls stats enthalten sind,
iibereinstimmen.



1 Anlagen

1.1 Skript Fl.gnuplot

# Versuch F1 Fehlerrechnung

set terminal gt title "Versuch F1 Fehlerrechnung" size 1280,720

# set terminal gt title "Versuch F1 Fehlerrechnung" size 1280,960
# set terminal qt title "Versuch F1 Fehlerrechnung" size 640,480
# set terminal wxt title "Versuch F1 Fehlerrechnung" size 1280,720
unset mouse

anzahl = 100
waitl = 5
wait2 = 4

# initialize random generator
xrand=10*rand (floor(time(0.0)))

len = 8

ypos =-4

set style line 1 linetype 1 linewidth 2 linecolor rgb "dark-red"
set style arrow 1 nohead linestyle 1

unset border

unset ytics

set yrange [-5:5]

set xrange [-0.5:10.5]

set mxtics 2

set multiplot

set lmargin at screen 0.0

set rmargin at screen 1.0

set bmargin at screen 0.5

set tmargin at screen 1.0

unset xtics

plot '+’ using (5.0):(0):("Versuch F1") notitle with labels center font "Times, 100"
pause waitl

set lmargin at screen 0.0

set rmargin at screen 1.0

set bmargin at screen 0.0

set tmargin at screen 0.5

plot ’+’ using (5.0):(0):("Start") notitle with labels center font "Times, 100"
pause wait2

unset multiplot

clear

do for [i = 1l:anzahl] {

set multiplot

# prepare upper plot area

set lmargin at screen 0.0

set rmargin at screen 1.0

set bmargin at screen 0.5

set tmargin at screen 1.0

set xtics axis mirror scale 8 0,1,10 font ",16"
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# generate arandom Number
xrand = 10*rand(0)

# Display marker on scale
plot ’+’ using (xrand):(ypos):(®):(len) notitle with vectors arrowstyle 1

pause waitl

# Display exact value

# prepare lower plot area
set lmargin at screen 0.0
set rmargin at screen 1.0
set bmargin at screen 0.0
set tmargin at screen 0.5
unset xtics

xtext = sprintf("%.3f",xrand)
print "\t",i,"\t",xtext
plot '+’ using (5.0):(0.0):(xtext) notitle with labels center font "Times,75"

pause wait2

unset multiplot

# remove displayed scale and value
clear

}
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