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1 Das Problem

Bei der Durchsicht der von den Studenten im Physikalischen Grundpraktikum
angefertigten Protokolle fallt auf, dass die dort mit der Methode der linearen Re-
gression erhaltenen Ergebnisse zum Teil erheblich von den mit Mathematica 10.0
(2014) berechneten Kontrollwerten abweichen.

Das Problem soll an einem einfachen Beispiel aus dem Einfithrungskurs ver-
deutlicht werden. Beim Versuch F4 (siehe hierzu: Einfithrungspraktikum (2007)
Seite 9...11) wird eine Feder schrittweise mit Massestiicken von ca. 50 g belastet.
Die Position x einer an der Feder befestigten Marke wird mit Hilfe einer Spie-
gelskala gemessen (erste Messreihe). Nach Erreichen der Hochstbelastung mit 8
Massestiicken wird die Feder wieder schrittweise entlastet und dabei die Position
der Marke erneut abgelesen (zweite Messreihe). Die Unsicherheit der so bestimm-
ten Positionen x wird sowohl durch den systematischen Restfehler der verwendeten
Spiegelskala als auch durch Fehler beim Ablesen von der Spiegelskala bestimmt.
Der Mittelwert der Massen m aller im Versuch verwendeten Massestiicke betragt
50.22 g bei einer Standardabweichung von 0,36 g. Auch dieser Wert beeinflusst die
Streuung der gemessenen Positionen.

Aus dem Anstieg der Geraden

r=x9— %z (1)
kann dann die gesuchte Federkonstante bestimmt werden. Hierbei bedeuten z
die unbekannte Position der verwendeten Markierung bei unbelasteter Feder, ¢
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die Erdbeschleunigung, k die gesuchte Federkonstante und i die Anzahl der Mas-
sestiicke, mit denen die Feder belastet wird. Das negative Vorzeichen resultiert aus
der Tatsache, dass sich der Nullpunkt der verwendeten Spiegelskala unten befindet,
und daher die Werte von x mit zunehmender Belastung abnehmen. Der Wert z fiir
i = 0 kann nicht abgelesen werden, da die Achsen der unbelasteten Federn mehr
oder weniger stark gebogen sind. Eine typische Messdatenreihe, aufgenommen am
Messplatz 2 am 7.1.2015, ist in Tabelle 1 aufgelistet.

¢ | Belastung | Entlastung
1 186.0 186.0
2 175.5 176.0
3 165.0 165.5
4 155.0 156.0
5 145.5 146.0
6 135.5 136.0
7 126.0 125.0
8 116.0 115.5

Tabelle 1: Beispiel einer Messdatenreihe des Versuchs F4

Betrachtet man diese Daten als 16 Wertepaare 4, z, dann konnen sie mit der
Methode der linearen Regression, so wie sie zum Beispiel in W. Schenk u.a. (2012)
(Seiten 9 und 17...18), V. Nollau (1975) Seiten 129...151 | L. Fahrmeier u.a. (2009)
Seiten 59...63 und 90...95 oder im Einfiihrungsskript (2007) Seite 42 Gleichun-
gen 49, 50 und Seite 42 Gleichung fiir s, (nach Gleichung 51) beschrieben ist,
ausgewertet werden. In diesem Fall erhélt man unabhingig von der verwendeten
Software Mathematica (2014) oder QtiPlot 0.9.8.9-9 (2014) identische Resultate
(siehe Tabelle 2).

Da mit dem systematischen Restfehler der verwendeten Spiegelskala w, =
200pm + 5 107" z (Einfithrungspraktikum (2007) Seite 11) eine Abschétzung des
Fehlers der Position x vorliegt und dieser fiir die einzelnen Messpunkte unter-
schiedlich ist, erscheint die Anwendung der gewichteten linearen Regression sinn-
voll. Diese Methode wird z.B. von Nollau (1975) (Seiten 152...156) oder Fahrmeir
(2009) (Seiten 124...127) ausfiihrlich beschrieben. Bei der instrumentellen Gewich-
tung werden die Grofien cs% als Gewichte verwendet. s? ist dabei die Varianz, das
Fehlerquadrat, der jeweiligén Position z; und ¢ eine frei wiahlbare Konstante, die
oftmals gleich 1 gesetzt wird.

Die Ergebnisse der obigen Messreihe mit der Methode der instrumentell ge-
wichteten linearen Regression mit den beiden zuvor schon genutzten Auswerte-
programmen sind ebenfalls in der Tabelle 2 aufgelistet. Zusétzlich erfolgte eine
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Auswertung der Daten mit den Formeln aus Nollau (1975) und Fahrmeir (2009)
sowie mit den im Einfiihrungsskript (2007) auf Seite 41,42 angegebenen Gleichun-
gen 43 und 45. Letztere ldsst sich aus der von U. Wolff (2014) auf den Seite 117/118
hergeleiteten Gleichung 9.20 fiir @ = 2 ableiten.

lineare Regression
Software Zo Anstieg A
Wert Fehler Wert Fehler
Mathematica 195.723 | 0.225292 | -10.0149 | 0.0446145
QtiPlot’ 195.723 | 0.225292 | -10.0149 | 0.0446145
Einfiihrungsskript | 195.723 | 0.225292 | -10.0149 | 0.0446145

gewichtete lineare Regression (instrumentelle Gewichtung)
Software To Anstieg A

Wert Fehler Wert Fehler
Mathematica 195.707 | 0.233646 | -10.0114 | 0.044768
Nollau 195.707 | 0.233646 | -10.0114 | 0.044768
QtiPlot! 195.707 | 0.156635 | -10.0114 | 0.030012
Einfiihrungsskript | 195.707 | 0.156635 | -10.0114 | 0.030012
Mathematica! | 195.707 | 0.156635 | -10.0114 | 0.030012

T LinearFit mit und ohne Option ,,Scale Errors with sqrt(Chi2/doF)“
¥ LinearModelFit mit Option ,, VarianceEstimatorFunction — (1&)“

Tabelle 2: Ergebnisse der Auswertung der Messdaten mit verschiedenen Methoden
und verschiedener Software. Die zugehorigen Ausgaben der genutzten Software
sind im Anhang enthalten.

Sieht man sich die Ergebnisse genauer an, féllt sofort auf, dass die von Mathe-
matica und QtiPlot berechneten Standardabweichungen der Parameter zy, und A
nicht iibereinstimmen. Demgegeniiber liefern sowohl Mathematica und die Berech-
nung mit den Gleichung von (z.B. Fahrmeir 2009, Nollau 1975) als auch QtiPlot
und die Gleichungen aus dem Einfithrungsskript jeweils zueinander passende Er-
gebnisse. Verwendet man bei der Auswertung mit Mathematica die Option ,,Va-
rianceEstimatorFunction — (1&)“, so stimmt das Ergebnis sowohl mit den von
QtiPlot ausgegebenen Werten als auch mit den mit Hilfe der Gleichungen aus
dem Einfithrungsskript berechneten Werten iiberein. Damit deutet sich hier ein
grundsétzliches Problem an, dass iiber die eingangs aufgeworfene Frage, ob die
Software QtiPlot richtig rechnet, weit hinausgeht und auf die Frage hinauslauft,
warum stehen die Formeln aus dem Einfiihrungsskript im Widerspruch zu gingigen
Lehrbiichern (z.B. Fahrmeir 2009, Nollau 1975).

Ein erster Hinweis darauf findet sich bei F. James (2006) auf Seite 3.
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, Unfortunately, statisticans do not agree on basic principles. They can cru-
dely be divided into two schools: Bayesian and frequentists (or classical).

The Bayesian approach is closer to everyday reasoning, where probability
is interpreted as a degree of belief that something will happen, or that a
parameter will have a given value.

The frequentist approach is closer to scientific reasoning, where probability
means the relative frequency of something happening. This make it more
objective, since it can be determined independently of the observer, but
restricts its application to repeatable phenomina. “

Liegt die Ursache fiir die unterschiedlichen Formeln und Ergebnisse in den
Unterschieden zwischen diesen beiden Richtungen begriindet? Dazu sollen die je-
weiligen Aussagen nédher betrachtet werden, wobei eine Beschrankung auf das all-
gemeine linear Modell erfolgt. Zu den Grundlagen, zu Herleitungen und Beweisen
sowie zu weiterfithrenden Fragen sei auf die angegebene Literatur verwiesen.



2 Das allgemeine lineare Modell

Den Ausgangspunkt bildet eine Reihe von n Messwerten,

Y1
Yo

y = .

Yn

die in Abhéngigkeit von r nicht stochastischen Einflussgrofien erhalten wurden. Die

n Vektoren x; = (z1,xs,...,x,); miissen dabei nicht alle unterschiedliche Werte
besitzen. Die Abhéngigkeit der Messwerte von den Einflussgroflen kann iiber

beschrieben werden. Die Spaltenvektoren

01 €1
0 €
0= ) ? und €= ?
0, €n

enthalten die p unbekannten Parameter des Modells beziehungsweise eine un-
abhéngige Zufallsgrofie, die die Abweichungen der Messwerte y; von den aus dem
Modell berechneten Werten beschreibt. Fiir den Erwartungswert E und die Varianz
Var dieser Grofe soll gelten:

El()=0 und Varle = o? (3)
wobei 2 im allgemeinen unbekannt ist. Weitere Annahmen iiber die Verteilung
der ¢;, insbesondere die Voraussetzung einer Normalverteilung, sind an dieser Stelle
nicht notwendig. ! Damit gilt fiir den Erwartungswert 2 vom v;:

Wenn sich die Funktion f(x;, #) als Linearkombination von p beliebigen, nicht not-
wendigerweise linearen Funktionen f;(x;) darstellen ldsst, kann man dafiir schrei-
ben:

E[yl] = Zejf](xz) i=1,...,n (5)

In diesem Fall liegt ein in den Parametern 6 lineares Modell vor. Aus diesem
lassen sich verschiedene Spezialfille ableiten. Wenn zum Beispiel die Messwerte
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nur von einer Einflussgrofle x; = (x1); linear abhéngen, kann fi(x;) = 1 sowie
fa(x;) = x; festgesetzt werden. In diesem Fall ergibt sich daraus das Modell der
linearen Regression

mit den unbekannten Parametern 6; und 6,. In dhnlicher Weise lassen sich auch das
Modell fiir eine Gerade durch den Koordinatenursprung oder fiir die Anpassung
mit einem Polynom herleiten.

Durch die Wahl der p Funktionen f;(x;) und der n Messstellen x; sind die
Werte

ai,j:f]’(Xi) izl,...,n jZl,...,p

fest vorgeben. Diese a; ; bilden die n x p Design-Matrix

11 QAirz2 - Qip

21 Q22 - Q2p
A=1 . . .

ap1 Ap2 - an,p

des linearen Modells, das damit als einfache Matrizengleichnung geschrieben wer-
den kann.
y =A 0+ ¢ beziehungsweise Ely]=A¥0 (7)

Bisher wurde vorausgesetzt, dass alle Messergebnisse die gleiche Genauigkeit be-
sitzen. Dies ist oftmals nicht der Fall und die einzelnen Messwerte sollen da-
her mit unterschiedlicher Gewichtung in das Modell einflieen. Zu diesem Zweck
kann zu jedem Messwert ein entsprechendes Gewicht p; festgelegt werden. Da-
mit lassen sich die relativen Unterscheide in der Genauigkeit der einzelnen Mes-
sungen in einfacher Weise beschreiben. Diese Werte bilden die Gewichtsmatrix
P = diag(p1,p2, - .., pn)- Setzt man fiir

y* — P1/2y

A* = PPA

& = PY2% (8)
so ergibt

vy =A0+¢€ (9)

wieder ein lineares Modell (Gleichung 7).
Liegen Informationen iiber die Varianz o; der Fehler der einzelnen Messwerte
y; vor, so konnen diese zur Gewichtung benutzt werden. Dazu geht man von der
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Vorstellung aus, dass die einzelnen Messwerte y; jeweils Mittelwerte einer Sich-
probe des Umfanges n; reprisentieren. Die Varianz dieser Mittelwerte folgt aus
der Varianz o der zugrunde liegenden Grundgesamtheit entsprechend o? = o2 /n;.
Setzt man als Gewichte den Umfang der jeweiligen Stichproben ein, wie dies auch
von Fahrmeir (2009) fiir gruppierte Daten beschrieben wird, so folgt daraus:

)

bi =n; =

Da oftmals die Varianz o2 der Grundgesamtheit vorab nicht bekannt ist, werden
die Gewichte nur proportional zu n; angesetzt.
o? 1

pi X — pPi=¢—
0; i

(10)

g

wobei ¢ in diesem Fall, eine willkiirlich festgelegte Konstantej’ ist, die, wie spéter
zu sehen sein wird, keinen Einfluss auf die Schétzungen von 6 (Gleichung 12) und

—
o~

Cov[d] (Gleichung 14) hat.

Die Diagonalmatrix diag(c?,0%...02) entspricht der n x n Kovarianzmatrix
Covle] der bisher als statistisch unabhéngig angenommenen Abweichungen ¢; der
Messwerte y; von den aus dem Modell berechneten Werten. Diese Annahme ist im
weiteren nicht mehr erforderlich. Die Kovarianzmatrix der Messabweichungen
ist allgemein gegeben durch:

01,1 O12 " Oin

021 022 -+ O2n
3 =Covle] = | . .

On1 On2 °°° Opn

wobei
0i; =07 = Var[e;] und o,; = Covle;, ;] mit i # j

sind. Die Kovarianzmatrix 3 ist symmetrisch und positiv semidefinit. Ist sie positiv
definit, kann ihre Inverse, auch als Prézisionsmatrix bezeichnet, zur Festlegung der
Gewichtmatrix genutzt werden.

P=0¢>%"
o? ist hierbei der Varianzfaktor, oftmals auch als Varianz der Gewichtseinheit
bezeichnet, der festlegt welchem Messwert das Gewicht Eins gegeben wird. Bei
unbekanntem o wird die Gewichtsmatrix als proportional zur Prézisionsmatrix

angesetzt.
PxX2! P=cX! (11)



Fiir die Konstante c gilt das oben gesagte.

Setzt man fiir die Gewichtsmatrix die Einheitsmatrix ein, P = I, so ergibt
sich daraus das einfache lineare Modell (Gleichung 7). Eine getrennte Behandlung
dieses Spezialfalles ist im weiteren nicht erforderlich.

2.1 Klassische Statistik

—

Gesucht sind die Schéitzwerte fiir 6 ,UA? und Cov[/ﬁ\] , die den wahren Werten der
unbekannten Parameter moglichst nahe kommen. Bei der Methode der kleinsten
Quadrate bestimmt das Minimum der Summe der quadrierten Abweichung

Q) = ZZ Ely])pi; (y; — Ely;))

i=1 j=1
= €'Pe
— (y-AO)P(y-A0)

yI Py — 207" ATPy + 6TATPA 0

die Schatzwerte der Parameter. Aus

%y) = 2A"Py +2ATPA G =0

folgt unmittelbar: R
0= (ATPA) ' ATPy (12)

Der Schétzwert fiir die Varianz der Messabweichungen kann aus dem Minimum
von () bestimmt werden.

- nin(Q)mm - n%p(y_Aé\)TP(y—A@\) (13)

Fiir die Kovarianzmatrix von 8 ergibt sich damit: *

—
~

Cov]f] = o2(ATPA) ! (14)
Bisher wurden keine Annahmen iiber die Verteilung der Messdaten zu Grunde
gelegt. Die optimalen Eigenschaften der Methode der kleinsten Quadrate folgen
einzig aus der Linearitdt des Modells. Wird fiir die Messabweichungen € eine Nor-
malverteilung angenommen, fiihrt die Maximum-Likelihood-Schétzung von 6 be-
ziechungsweise die Restringierte Maximum-Likelihood-Schiitzung ® von 02 zu dem
gleichen Ergebnis. Unter dieser Voraussetzung sind sind auch die geschétzten Wer-
te 0 ~ N(6,0%(ATPA)~1) normalverteilt.
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Das Konfidenzintervall (Fehlerintervall) eines geschétzten Parameters GA] wird
durch die Wahrscheinlichkeit P bestimmt, mit der dieser im Intervall d,;, < 8; <
Az liegt

P(dmm < 0]‘ < dmax) =1—«
wobei 1 — « das Signifikanzniveau ¢ angibt. Zur Festlegung der Intervallgrenzen

d wird der Test der Hypothese Hy: ¢; = d verwendet. Dieser basiert auf der
Teststatistik

mit
—_ 1/2 —_ \1/? ~ 1/2
s; = Var[f;] = (COV[Q]M> = (UQ(ATPA);}>
Die Hypothese Hy wird abgelehnt, wenn sich
1> taop(1 = a/2)

ergibt. Hierbei bedeutet ¢,_,(1 — «/2) das (1 — «/2)-Quantil der Standard t-
Verteilung ” mit n — p Freiheitsgraden . Die Grenzen des Konfidenzintervalls zum
Signifikanzniveau (1 — a) werden somit bestimmt durch

dmin,maw = é; + tn—p<]— - 05/2) Sj (15>

Ahnliche Gleichungen kann man in vielen Lehrbiichern zur klassischen Stati-
stik, z.B in Nollau (1975) (152f), James (2006) (183 f), Fahrmeir (2009) (124 ff),
B.R.Martin (2012) (145fF) oder J. Wakefield (2013) (214 ff) finden, wobei teilwei-
se anstelle der Gewichtsmatrix P direkt die inverse Kovarianzmatrix ¥ ~! benutzt
oder das erste Element des Parametervektors 6 mit 6, bezeichnet wird.

2.2 Bayes Statistik

Die Bayes Statistik verfolgt einen grundsétzlich anderen Ansatz als die Klassische
Statistik. Die Klassische Statistik versucht nur aus den gegebenen Daten, den
Messwerten, z.B. mit der Methode der kleinsten Quadrate die wahrscheinlichsten
Werte der unbekannten Parameter zu schétzen, deren Erwartungswerte als fest
angenommenen werden. Demgegeniiber geht die Bayes-Statistik davon aus, das
auch die Parameter selbst Zufallsgrofien sein konnen und bestimmt nicht nur die
Parameterwerte, fiir die die Datenwahrscheinlichkeit am grofiten ist, sondern auch
deren Wahrscheinlichkeitsverteilung, aus der sich die Unsicherheit iiber den wahren
Wert der Parameter ableiten ldsst. Dazu arbeitet die Bayes-Statistik mit bedingten
Wahrscheinlichkeiten. Mit Hilfe des Bayes-Theorem

_ ply |9) p(9)

p(0|y)= Ty (16)



wird die gesuchte bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung p(6 | y) der Parameter,
deren Posteriori-Wahrscheinlichkeit bestimmt. ® Neben der Likelihood-Funktion
p(y | 0) sind Vorkenntnisse iiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung der unbekann-
ten Parameter p(6), iiber die sogenannte Priori-Verteilung notwendig. Je nach Fest-
legung beinhaltet diese eine mehr oder weniger grofle Subjektivitdt. Auch wenn die
statistischen Aussagen ausschliefflich aus der Posteriori-Verteilung abgeleitet wer-
den, bleibt diese subjektive Komponente erhalten. Im Gegensatz dazu arbeitet die
klassische Statistik nur mit der Likelihood-Funktion. Da der Ausdruck p(y) nur
eine Normierungskonstante ist, reicht es aus, Gleichung 16 in der Form

p(0|y) xply|8) xp(0) (17)

zu verwenden.
In der Schreibweise der Bayes-Statistik lautet das allgemeine lineare Modell:

y = A60+e bezichungsweise Ely|60]=A6
mit Ele [0] =0
und Covle | 0,0% = Covly | 0*] = X = o*P~! (18)

wobei im weiteren fiir die Verteilung der Messabweichungen eine mehrdimensionale
Normalverteilung vorausgesetzt wird.  Unter diesen Voraussetzungen ergibt sich
die Likelihood-Funktion zu:

p(y | 0.0) = (%)n/2|(012p_1)|1/2 exp <—%(y ~A0)'P(y—A 9))

Da iiber die Parameter § und o? keine Vorinformationen vorliegen, wird im
weiteren von einem nichtinformativen Priori-Verteilung ausgegangen. Fiir 6 wird
angenommen, das alle moglichen Werte gleich wahrscheinlich sind.

p(f) x1 fir —oco<b;<oco,i=1,...,n

Da 02 nur Werte im Intervall 0 < ¢? < oo annehmen kann, wird von einer

Gleichverteilung fiir In o ausgegangen. Dies fiihrt auf die nichtinformative Priori-
Verteilung fiir die Varianz:

2

plo) xo™* fir 0<o<o0

Somit ergibt sich fiir die Priori-Verteilung p(6, 0?) :
p(0,0%) = p(9) x p(o?) ox o7 (19)
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Diese Verteilungsfunktion ist nicht normierbar und wird deswegen auch als unei-
gentliche Priori-Verteilung bezeichnet. Da die verwendete Likelihood-Funktion nor-
mierbar ist, folgt aus der Verkniipfung nach dem Bayes-Theorem eine Posteriori-
Verteilung, die normierbar ist.

p(0,0|y) x (02)~"+D/2exp (—%(y ~AO'P(y—A 9))
o

Der Exponenten lisst sich geeignet umformen. '°

(y =A 0Py —A0) =(n—p)s’+ (0 — o) ATPA (0 — po)

Darin bedeuten

1o = (ATPA) 'ATPy

und )
st = (y — A 110) P (y — A pio)
n—p
Damit ergibt sich eine Normal-inverse Gammaverteilung '* NIG(m, M, a, b) mit
den Parametern

m — o, M — (ATP A)™!
a — n;p, b— n;pSQ
und der Dichte
p(0,0 |y) o (20)
1
(02)~ /2 oxp {—W [Sz(n —p) + (0 — o) "ATPA (6 — ,uo)] }

Um daraus die Verteilung p(@ | y) zu erhalten, wird iiber o integriert.

p(0]y)
[ oo - L 0+ 0 - o) ATPAG o))} do?

o2
Der Integrand ist der Kern einer inversen Gamma-Verteilung '? InvGa(a, b) fiir

02 mit den Parametern

a — n/2
s*(n —p) + (0 — j10) "ATPA (6 — po)
2

b
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Aus dem Normierungsparameter der inversen Gamma-Verteilung folgt:

p(9|y) o F(g) |:5 (n_p)+(9—lu0) A PA(H—,MO):|_2

2
oy @) (PATPA) ) (6 - mﬁ] e
n—p

Dieser Ausdruck entspricht dem Kern einer p-dimensionalen t-Verteilung 3
T,(p, D, d) mit :

K= Ho
D — s*(ATPA)!
d = n—p

Fiir den Parametervektor 6 ergibt sich damit die p-dimensionalen t-Verteilung
0y ~ Ty (no, s*(A"PA)™, n —p) (21)

als Posteriori-Randverteilung. Zu dem gleichen Ergebnis gelangt man auch mit
anderen nichtinformativen Priori-Verteilungen 14 > 5 . Aus dem Erwartungswert
der mehrdimensionalen t-Verteilung

E[6 | y] = po
ergibt sich die Bayesschitzung @\B Al
0 = (ATPA) ' APy (22)

Diese stimmt mit dem Ergebnis der Klassischen Statistik (12) iiberein.

Aus der Posteriori-Randverteilung (21) lasst sich der Konfidenzbereich fiir
jeden Teilvektor des Parametervektor 6 und damit auch das Konfidenzintervall
des einzelnen Parameters 6; ableiten. Es ergibt sich dann eine eindimensionale
t-Verteilung mit n — p Freiheitsgraden, die sich mit der Substitution

fo; — 0;
5

xr =
J
und dem entsprechenden Hauptdiagonalenelement der Dispersionsmatrix D

1/2

s; = (52 (ATPA);;)

auf eine Standard t-Verteilung mit n — p Freiheitsgraden zuriickfiithren lédsst. Die
sich daraus ergebenden Konfidenzintervalle

poj — tnp(l — @/2) 55 < 0; < pioj +tnp(1 — /2) s; (23)
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stimmen mit denen der Klassischen Statistik (15) tiberein.
Aus der Posteriori-Verteilung (20) folgt als Randverteilung fiir die Varianz o
eine inverse Gammaverteilung'? InvGa(a, b) mit den Parametern

2

n—p
2

n—mp ,

5 s

a —

b —

Aus dem Erwartungswert der inversen Gammaverteilung ergibt sich damit die
Bayesschitzung des Varianzfaktors o2 zu

C;\zB = Elo’|y]
n—p 2
n—p—2s
= APy~ A )
= T, WA M) Py - A
Das gleiche Ergebnis kann auch auf anderen Weise gefunden werden ' . Die
Bayesschétzung 02 ist um den Faktor (n—p)/(n—p—2) groBer als die Schéitzung

o2 der klassischen Statistik(13).

2.3 Fazit

Die Klassische Statistik liefert im Rahmen des Allgemeinen Linearen Modells fiir
den Parametervektor und fiir die Fehlerintervalle das gleiche Ergebnis wie die
Bayes Statistik bei Verwendung einer nicht-informativen Priori-Verteilung. Fiir
grofie Werte von n gilt das auch fiir den Varianzfaktor o2. Der Varianzfaktor, der
sich aus der Klassischen Statistik ergibt, stellt die untere Grenze fiir den Varianz-
faktor dar, den man iiber den entsprechenden Ansatz der Bayes-Statistik erhélt.

Ein Vergleich mit Tabelle 2 zeigt, dass die mit QtiPlot und den Formeln im
Skript Einfiihrungsskript berechneten Werte fiir die Fehlerintervalle der Parameter
signifikant kleiner sind als die nach der Klassischen Statistik berechneten Grofien.
Die grundlegend unterschiedliche Vorgehensweise der beiden Richtungen in der
Statistik kann nicht die Ursache fiir die aufgetretenen Differenzen sein.
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3 Fehlerfortpflanzung

Im Einfithrungsskript findet man auf Seite 42 die Aussage: ,, Die Standardab-
weichungen fiir die beiden Parameter ... erhélt man durch Anwendung des Fort-
pflanzungsgesetzes fiir die Unsicherheiten“. Als Quelle kann hier das im Vorwort
erwiahnte Buch P.R. Bevington, D.K. Robinson (2003) vermutet werden. Dort fin-
det sich auf Seite 109 die Herleitung der im Einfithrungsskript verwendeten For-
meln. Eine dhnliche Aussage wie im Einfithrungsskript ist auch bei Wolff (2014)
auf Seite 118 zu finden, ohne dass dazu eine Begriindung oder eine Quellenangabe
erfolgt.

Was bedeutet die Anwendung der Fehlerfortpflanzung auf das Allgemeine Li-
neare Modell? Dazu wird zuerst eine skalare Grofle 6 betrachtet, die eine beliebige
Funktion des n dimensionalen Vektors y ist.

0=0(y) =0(y1,v2,--,Yn)

Wenn die Fehler ¢; = y; — ¢; mit §; = E[y;] klein sind, kann die Taylorentwick-
lung von 6(y) in der Umgebung des Punktes y = y nach der ersten Ordnung
abgebrochen werden.

0) =05+ 3 (=) 25

1

(24)

y=y

Fiir die Varianz von 6(y) gilt:

Varlo(y)] = E {(em - E[ﬂy)})z} ~E {(W - 9@))2]

Wird die Taylorentwicklung 24 in diese Gleichung eingesetzt, ergibt sich:

Varlf(y)] = E (Z@i—yi) o)

Dabei sind die
E [(yz — 3]@-) (yj - y})] = 0;; = Covlyi, y]

die Elemente der Kovarianzmatrix ¥ des Vektors y. Wird auflerdem
(A0)* = Var[f(y)]
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gesetzt, erhalten wir das allgemeine Fehlerfortpflanzungsgesetz

00(y 00
Sy 2w o)

Oi'
5J 8
i=1 j=1 y Y

(25)

y=y

Fiir den Fall, dass die Werte des Vektors y nicht korreliert sind, wenn fiir i # j
gilt Covly;, y;] = 0, vereinfacht sich die Gleichung 25 zu der héufig verwendeten

Form: )
— [ 90(y)
AB)? = Ay,
a0 z( o) y>
mlt (A %)2 = Ui,i = V&I'[yz]

i=1

Das allgemeine Fehlerfortpflanzungsgesetz 25 fiir eine Grofle 6 ldsst sich auf
den p-dimensionalen Vektor # erweitern. Dessen Elemente 6}, sind alle Funktionen
des selben Vektors y und daher korreliert. Fiir die Elemente der Kovarianzmatrix
Cov|f] gilt dann:

L
,] ayj

(26)

Cov[, 6] = Z Z g@yk

=1 j5=1

y=y y=y

Wird eine p x n Matrix G mit den Elementen

o6
Gki = 8?/1

mit k=1...p und 71=1...n

y=y

eingefiihrt, kann Gleichung 26 als Matrizengleichung geschrieben werden.
Covlf] = G G” (27)

Bezeichnet man die p x n Matrix (ATP A)"'ATP aus Gleichung 12 mit H,
dann kann die Gleichung 12 auch geschrieben werden als:

f = Hy
O = Z Poki i
i=1

Aus dieser Darstellung wird sofort klar, dass fiir die einzelne Elemente der Matrix
H gilt:

00
h i =
& dyi
Damit kann aus den Gleichungen 27 und 11 die Beziehung
Covll)] = HXZH” (28)
= ¢(ATP A)!
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abgeleitet ! werden. Die so bestimmte Kovarianzmatrix enthilt die, bei der Auf-
stellung des Allgemeinen Linearen Modells willkiirlich festleghare Konstante c. Alle
aus der Kovarianzmatrix abgeleiteten Fehlerintervalle sind daher von der Festle-
gung dieser Konstanten abhéngig. Nur wenn die Kovarianzmatrix 3 vollstandig
bekannt ist, oder aus den vorliegenden Daten bestimmt werden kann, so wie es
von M. Grabe (2011) im Kapitel 21 beschrieben wird, fiihrt die Festlegung ¢ = 1
beziehungsweise P = X! zu richtigen Ergebnissen. Nur in diesem Fall gilt:

Cov[f] = (ATZ'A)! (29)

Auf diesen Umstand macht auch Bevington (2003) auf Seite 108 aufmerksam. Er
schlagt vor, die bestimmten Varianzen, die Quadrate der Fehlerintervalle, zu kor-
rigieren, sie mit dem Wert von x?/(n — p) zu multiplizieren, wenn x*/(n — p) zu
stark von 1 abweicht. Genau dann ergibt sich die von von der klassischen Statistik
(Gleichung 14) berechnet Kovarianzmatrix. Auf die zwingende Notwendigkeit der
Beriicksichtigung des Varianzfaktors o2 weist auch Martin (2012) ausdriicklich im
Abschnitt 8.1.2 hin. Wird dies unterlassen, dann fiithrt die Anwendung des Fehler-
fortpflanzungsgesetzes auf das Allgemeine Lineare Modell zu falschen Ergebnissen.

Damit ist die Ursache der Widerspriiche in Tabelle 2 geklart. Die Formeln aus
dem Einfithrungsskript (2007) liefern das gleiche falsche Ergebnis wie die Mathe-
matica Routine ,,LinearModelFit* mit der Option ,,VarianceEstimatorFunction —
(1&)“. In beiden Féllen wird der Varianzfaktor auf den Wert 1 festgelegt. Ob das
auch bei QtiPlot der Fall ist, wird im weiteren noch untersucht.

Da in der im Einfithrungsskript (2007) auf Seite 42 angegebenen Gleichung 45
der Varianzfaktor nicht beriicksichtigt wird und dort auch die obigen Hinweise in
keiner Weise erwahnt werden, ist diese Gleichung und die ihr zu Grunde liegende
Vorgehensweise als falsch zu betrachten.
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4 Rechnet QtiPlot falsch ?

Um diese Frage zu beantworten, ist es notwendig den Quellcode des Programms ge-
nauer zu analysieren, da die zugehorige Dokumentation keinerlei Informationen zu
den genutzten Algorithmen, zu den verwendeten statistischen Verfahren und den
dahinterliegenden statistischen Theorien enthélt. QtiPlot (2014) nutzt die Routi-
nen der GNU Scientific Library. Diese sind ausfiihrlich in GNU Scientific Library,
Reference Manual (2011) beschrieben. Dort bezieht man sich auf R.M. Barnett u.a.
(1996), der alteren Version von J. Beringer u.a. (2012).

Wie die Quellcodeanalyse zeigt, werden fiir die Fitverfahren, die auf dem All-
gemeinen Linearen Modell basieren, mehrere verschiedene Bibliotheksfunktionen
aufgerufen. Fiir den Fall ungewichteter Daten verwendet QtiPlot die Bibliotheks-
funktionen int gsl fit_linear (...) fiir den linearen Fit beziehungsweise die
Funktion int gsl fitmul (...) fiir den Fit einer Geraden durch den Null-
punkt. Beide Routinen geben nach GSL Reference Manual (2011) (Seite 404)
die Elemente der , Varianz-Kovarianz-Matrix“ der Parameter zuriick. Diese Ma-
trix entspricht der Gleichung 14. Fiir den Fall gewichteter Daten kommen die
Bibliotheksfunktionen int gsl fit wlinear (...) beziehungsweise die Funkti-
on int gsl fit wmul (...) (GSL Reference Manual (2011) Seite 404 folgende)
zur Anwendung. Diese berechnen die Kovarianz-Matrix der Parameter. Diese ent-
spricht nach Barnett (1996) (Seite 161, Gleichung. 28.28) bezichungsweise Behrin-
ger (2012) (Seite 392 Gleichung 36.17) der Gleichung 29. Um daraus die ,, Varianz-
Kovarianz-Matrix* zu erhalten, ist die Multiplikation mit x?/(n — p) = o2 not-
wendig. Der Wert von x? wird von allen vier Bibliotheksfunktionen berechnet.
Dass zwischen gewichteten und ungewichteten Daten unterschieden wird, obwohl
dies vom zugrundeliegenden Allgemeinen Linearen Modell nicht notwendig wére,
hat rein numerische Griinde. Es erspart an mehreren Stellen die Ausfithrung der
Multiplikation mit der Gewichtsmatrix, die in diesem Falle die Einheitsmatrix ist.
Eine Folge der unterschiedlichen Bedeutung der von den verwendeten Funktionen
zuriickgegebenen Werte ist, dass die Fehler im Fall gewichteter Daten noch mit
sqrt (chiquadrat/doF) multipliziert werden miissen, wéhrend dies im Fall von
ungewichtete Daten bereits erfolgt ist. Die Quelltextanalyse ergab, dass die Opti-
on ,,Gewichtung mit sqrt(chiquadrat/doF)“ bei allen auf dem linearen Modell
basierenden Fitverfahren wirkungslos ist. Die Beriicksichtigung des Varianzfaktors
o2 bei der Berechnung der Fehlerintervalle muss im Nachgang von Hand durch den
Anwender von QtiPlot erfolgen.

Die Frage, ob QtiPlot numerisch falsch rechnet, kann man nun eindeutig mit
nein beantworten. Dies gilt zumindest fiir alle Fitroutinen, die auf dem Allgemeinen
Linearen Modell basieren und die obengenannten Funktionen der GNU Scientific
Library verwenden. Die richtige Interpretation der berechneten Werte durch die
Anwender des Programms ist jedoch auf Grund der mangelhaften Dokumenta-
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tion der Bedeutung der ausgegebenen Werte und der verwendeten statistischen
Verfahren nicht moglich.

5 Schlussfolgerungen

Wie sich gezeigt hat, widersprechen die im Einfithrungsskript angegebenen For-
meln, den Aussagen der beiden dominierenden Richtungen der Statistik. Sie stiitzen
sich auf eine nur unter ganz strengen Rahmenbedingungen anwendbare Vorgehens-
weise. Die dafiir notwendigen Voraussetzungen bei der Datenerhebung werden je-
doch nicht behandelt. An diesem Punkt ist das Einfithrungsskript als fehlerhaft
anzusehen.

QtiPlot rechnet numerisch richtig. Durch die ungeniigende Dokumentation ist
der Anwender des Programms nicht in der Lage die gelieferten numerischen Wer-
te im Sinne der zu Grunde liegenden statistischen Methoden, unabhingig davon
ob diese auf der Klassischen Statistik oder Bayes-Statistik beruhen, richtig zu in-
terpretieren. Vor diesem Hintergrund ist nicht nur von der Verwendung des noch
weniger dokumentierten Fit-Wizard von QtiPlot abzuraten, sondern generell von
der Anwendung von QtiPlot und anderer aus QtiPlot hervorgegangenen Program-
men wie SciDAVis. Fiir die Belange der Ausbildung von Studenten im Rahmen
des Praktikums sind gut dokumentierte, frei zugéngliche Werkzeuge wie GnuPlot
wesentlich sinnvoller.
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Anmerkungen

1 Zu den notwendigen Voraussetzungen fiir ein lineares Modell gibt es unter-
schiedliche Auffassungen:
Martin (2012) Seite 145: Insbesondere ist die Annahme nicht notwendig, dass die
Fehler der Messwerte normalverteilt sind.
James (2006) Seite 186: Es werden keine Annahmen iiber die Verteilung der Daten
y gemacht.
Nollau (1975) setzt schon bei der Herleitung des linearen Modells fiir die ¢; un-
abhéngige normalverteilte Zufallsgrofien voraus.

2 Im Unterschied zu Martin (2012) (Seite 145), Fahrmeir (2009) (Seite 62) und
Nollau (1975) (Seite 134) verwendet James (2006) in diesem Zusammenhang im
Kapitel 8.4 (Seite 183 ff) anstelle von E[y;] den Ausdruck Ely;, 6].

3 Bevington (2003) wihlt im Kapitel 11 fiir die Gewichte (Gleichung (11.2)
Seite 194, Gleichung (11.32) Seite 203 sowie auf Seite 215) den Ausdruck:

1/0? n 1

P W s (e?) ~ (102 o2

Daraus folgt fiir die Konstante c:

2 (1/a?)

Dies entspricht einer Normalisierung der Gewichtsfaktoren auf deren Mittelwert.

CcC =

* Nach Fahrmeir (2009)( Seite 463 ) gilt fiir die Linearkombination eines Zu-
fallsvektors X mit einer geeignet dimensionierten Matrix A und einem geeignet
dimensionierten Vektor b:

E[AX+b] = AE[X]+b
Cov[AX +b] = ACov[X]AT
Damit ergibt sich mit 3 = Covly] :

~

Cov[l] = Cov[(ATPA)'ATPy]
— (ATPA)'ATPS ((ATP A)'ATP)"
Mit 3 = 02 P! folgt daraus:
Covll] = o2 (AP A) (ATPA)(ATP A)~!
= o2(ATP A)!
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da die Matrizen P und ATP A symmetrisch sind.

® Die Maximum-Likelihood-Schéitzung

2= _¢'Pe

ist nicht erwartungstreu. Im allgemeinen wird sie deswegen durch die Restringierte
Maximum-Likelihood-Schétzung

ersetzt. (Fahrmeir (2009) Seite 94, Wakefield (2013) Seite 44 ff.)

6 Im Praktikum wird meist mit (1o0)-Fehlerintervallen gearbeitet. Das zugehéorige
Signifikanzniveau ist 68.2689%, woraus o = 31.7311% folgt.

7 Standard t-Verteilung x ~ t,, (z.B.Fahrmeir (2009) Seite 461)

8 Zu bedingten Wahrscheinlichkeiten und zum Bayes-Theorem siehe z.B. K. Koch
(2000) (Kapitel 2) oder Wakefield (2013) Kapitel 3

9Die in den Gleichungen 10 und 11 genutzte, frei wihlbare Konstante ¢ beein-
flusst den Varianzfaktor o2, der auch als Varianz der Gewichtseinheit bezeichnet
wird.

10 Die Umformung erfolgt in mehreren Schritten. Dabei wird ausgenutzt, dass
die Gewichtsmatrix P entsprechend ihrer Definition symmetrisch ist. Daraus ergibt
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sich , dass auch die Matrix (ATP A) symmetrisch ist.

entwickle:
(y—A0)Ply—A0)
= vy Py—0TATPy —y"PAO+0TATPA 4

alle Terme sind Skalare — 67TA"Py =y"P A #
= y'Py—20"ATP y + 6TATPA 4
mit:  207ATP y = 207 (ATPA)(ATPA) 'ATPy
und: o = (ATPA) 'ATPy
= y'Py— 20" (ATPA)uo + 6" ATPA 0
setze:
y'Py
= y'Py —y"PA (ATPA)'ATP y + y"PA (ATPA)'ATP Yy
= y (P-PAA'PA)'A'P)y +y'PA (ATPA) 'A'Py
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aus
(y — A p10)"P (y — A pio)

(y—AATPA)T'ATPy)'P (y - A(ATPA)'ATP y)
= y (I-PAA™PA)'AT) P (I-AATPA)'A'P)y
= y' (P-2PAATP A)'A"P

+PAA'PA)'ATP A(ATPA)T'ATP) y
= y (P-PAA"PA)'A'P)y
und
y'PA (ATPA)'ATPy
= y'PA (ATPA) Y(ATPA)(ATPA) 'ATPy
= 1o’ (ATPA)uo

folat mit: (1~ p) 5> = (y — A o) P (y — A o)

y' Py
= (n—p)s*+ o' (ATPA)po

damit ergibt sich:

(y—A0)Py—-A0)
= (n—p) s>+ po’ (ATPA) o — 207 (ATPA) g + 6T ATPA 0
= (n—p) s*+ (0 — po) "ATPA (0 — po)

I Normal-inverse Gamma-Verteilung 6, 0% ~ NIG(m, X, a, b)
(z.B. L. Fahrmeier u.a. (2013) Seite 652):

1 b*
(2m)P/2|Z[/2 T (a)

# exp (—% - %(6 ~m)'S7H(0 - m)>

p(0,0%) =

Fiir die praktische Anwendung wird oftmals 3 = 02 M gesetzt und
0,0% ~ NIG(m, M, a, b) verwendet (z.B. Fahrmeir (2013) Seite 227).

1 b
(2m)P2M[V/2 T'(a)

L o (-ﬁ N m))

(o2)p/2Hatl P2 T 202

p(0,0%) =

12 Inverse Gamma-Verteilung = ~ InvGa(a, b)
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(z.B. Fahrmeir (2009) Seite 461):

ba
_ ~(a+1) gy (
p(z) F(a)x exp(—=b/x), x>0
mit: E[z] = b
; )=

es gilt: — /p(x) de =1
daraus folgt: — /a:_(“+1) exp(—=b/x) dr =T'(a) b
B3p-dimensionale t-Verteilung x ~ T, X, d)
(z.B. Fahrmeir (2009) Seite 467)

(x = p) T8 o — )]
d

_ T(d+p)/2]
PX) = Tl myer?

|x|~1/2 {1+

4 Zu der gleichen Verteilung 6 | y gelangt Koch (2000)( Seite 111 ff) mit
einer anderen Priori-Verteilung. Er substituiert den Varianzfaktor o2 mit dem
Gewichtsparameter 7 = 1/0? und benutzt die Priori-Verteilungen

p(f) o< const fir —oco<b<oo,i=1,...,n
p(t) < 77t fir 0<7<oo
p0,7) = p(0) xp(r)ocT!

Daraus ergibt sich die Posteriori-Verteilung zu:
P07 y) x T2 exp (< (v — A 0)Ply ~ A0))

Der Exponent wird in der gleichen Weise umgeformt!?. Damit lisst sich die Posteriori-
Verteilung als Normal-Gammaverteilung darstellen. Aus dieser folgt dann die mehr-
dimensionale t-Verteilung:

0y~ T, (ko s"(ATPA)™!, n —p)
als Posteriori-Randverteilung fiir 6.

15 Fahrmeir (2013)(Seite 227 ff.) verwendete als konjugierte Priori-Verteilung
eine Normal-inverse Gammaverteilung 0, 0% ~ NIG(m, M, a, b). Aus dieser folgt
als Posteriori-Verteilung wieder eine Normal-inverse Gammaverteilung. Mit den
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von Fahrmeir (2013) auf Seite 231 angegebenen Werten m =0, M~ =0, a = —p
und b = 0 folgt als Priori-Verteilung:

1 2
_ /2—1
(0-2>7p/2+1 o (0 )p

p(8,0%) o
die nicht mit der von Fahrmeir (2013)(Gleichung. 4.16) angestrebten, nichtinfor-
mativen Priori-Verteilung

1
p(ea 02) X 9
o
tibereinstimmt. Diese ist mit der Vorgabe a = —p/2 zu erreichen. Daraus ergibt
sich dann als Posteriori-Verteilung

p(,0|y) o ()%exp (—%ﬂ(y —A)'P(y—A 9))

o2
die sich durch die Normal-inverse Gammaverteilung NIG(m, M, a, b) mit

mit m — g, M — (ATP A)™!
n—p L, n-pr

) 82
2 2

und a —

beschreiben lasst.

16 Wakefield (2013)(Seite 222) kommt auf eine inverse Chi Quadrat Verteilung
mit n — p Freiheitsgraden

o’ |y~ (n—p)s*x x>,

wobei zu beachten ist, dass Wakefield (2013) den Parametervektor § von 0...k =
pw — 2 indiziert und dort in py,, der Anzahl der unbekannten Parameter, o ent-
halten ist (Seite 209).

Der Erwartungswert der inversen Chi Quadrat Verteilung mit k Freiheitsgraden

ist gegeben durch
Blx;?) =
Daraus folgt:
U’\QB n—p 2
n—p—2

17 Bei der Herleitung wird ausgenutzt, dass die Matrizen P und AP A sym-
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metrisch sind.

Covll] = HXZH"
— (ATPA)'ATPS ((ATP A)'ATP)
— (ATPA)'ATPEPTA (AP A
mit: T =cP!
= c¢(ATP A)HATPA)(ATP A) !
= c(ATP A)!
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lineare Regression von DatalLinReg.dat
LinearFit mit Option "Scale Errors with sqrt (Chi2/doF)"

Linear Regression using function: A*x+B

B (y—intercept) = 1.957232142857143e+02 +/- 2.252921990469467e-01
A (slope) = -1.001488095238095e+01 +/—- 4.461450346762922e-02
Chi”2/doF = 1.671981292517004e-01

R*2 = 0.999722241130897

Adjusted R"2 = 0.999679508997189

RMSE (Root Mean Squared Error) = 0.408898678466562

RSS (Residual Sum of Squares) = 2.34077380952381

LinearFit ohne Option "Scale Errors with sqrt (Chi2/doF)"

Linear Regression using function: A*x+B

B (y—intercept) = 1.957232142857143e+02 +/- 2.252921990469467e-01

A (slope) = -1.001488095238095e+01 +/—- 4.461450346762922e-02

Chi”2/doF = 1.671981292517004e-01

R*2 = 0.999722241130897

Adjusted R"2 = 0.999679508997189

RMSE (Root Mean Squared Error) = 0.408898678466562

RSS (Residual Sum of Squares) = 2.34077380952381
[ifdgszdzsdssdsdzdzazasassdsdzatitatasddstdgdstdtasassdstitatatat s tddddidd

gewichtete lineare Regression von DataWeightedLinRegl.dat
(gewichtet mit systematischem Restfehler)

LinearFit mit Option "Scale Errors with sqrt (Chi2/doF)"

Linear Regression using function: A*x+B

Weighting Method: Instrumental, using error bars

B (y-intercept) = 1.957067396883333e+02 +/- 1.566352195152149e-01
A (slope) = -1.001137532586336e+01 +/- 3.001222094441872e-02
Chi~2/doF = 2.225043810434601e+00

R*2 = 0.999722071005109

Adjusted R"2 = 0.999679312698202

RMSE (Root Mean Squared Error) = 1.49165807423639
RSS (Residual Sum of Squares) = 31.1506133460845
(OK) ===

LinearFit ohne Option "Scale Errors with sqrt (Chi2/doF)"

Linear Regression using function: A*x+B

Weighting Method: Instrumental, using error bars

B (y-intercept) = 1.957067396883333e+02 +/- 1.566352195152149e-01
A (slope) = -1.001137532586336e+01 +/- 3.001222094441872e-02
Chi~2/doF = 2.225043810434601e+00

R*2 = 0.999722071005109

Adjusted R"2 = 0.999679312698202

RMSE (Root Mean Squared Error) = 1.49165807423639
RSS (Residual Sum of Squares) = 31.1506133460845
(OK) ===

Abbildung 1: Ergebnisse QtiPlot
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F4 Federkonstante statisch

Alle Langen in mm, alle Massen in g
- uSpiegelscala[x_] :=0.2+5%10%-4 »x;
Anleitung Einfihrungspraktikum (2007) Seite 11

Lineare Regression

Einfihrung (2007): Seite 42 GIn. 49, 50 + Seite 42 GIn unter GIn 51
Nollau: Seiten 129...151

Fahrmeir Seiten 104...120

Schenk: Seiten 9 und 17...18

nzj= linRegScript[data_] := Module[{x, y, a, b, sa, sb, n, xi, xxi, yi, xyi, D, sy},
x = Transpose[data] [[1]];
y = Transpose[data] [[2]];
n = Length[data];
xi=Sum[x[[i]], {i, n}];
xxi = Sum[x[[i]]*2, {i, n}];
yi = sum[y[[i]], {i, n}];
xyi = Sum[x[[i]] *y[[i]], {i, n}];
D=n*xxi-xi*2;
a= (nxxyi-xixyi) /D;
b= (xxi*yi-xixxyi) /D;
sy = Sqrt[Sum[(y[[i]] -a*x[[i]]-b)*2, {i, n}]/ (n-2)];
sa = sy *Sqrt[n/D];
sb = sy * Sqrt [xxi /D] ;
{a, sa, b, sb}];

gewichtete lineare Regression
Einfuhrung (2007) Seite 41 GIn. 43 + Seite 42 GIn. 45

n3- WeightedlinRegScript[data_, s_] :=
Module[{x, y, a, b, sa, sb, n, ni, xi, xxi, yi, xyi, D},
x = Transpose[data] [[1]];
y = Transpose[data] [[2]];
n = Length[data];
ni=Sum[1l/s[[i]]*2, {i, n}];
xi=sum[x[[i]] /s[[1]1]1"*2, {i, n}];
xxi = Sum[x[[i]]*2/s[[i]]*2, {i, n}];
yi=Sum[y[[i]] /s[[i]]1"2, {i, n}];
xyi = Sum[x[[i]] *y[[i]] /s[[1]1]1"2, {i, n}];
D =ni*xxi-xi*2;
a= (ni*xyi-xixyi) /D;
b= (xxi*xyi-xixxyi) /D;
sa = Sqrt[ni /D];
sb = Sqrt [xxi /D];
{a, sa, b, sb}];

Nollau : Seiten 152 ... 156
Fahrmeir Seiten 178 ... 182

Abbildung 2: Mathematica Notebook Seite 1
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2 | F4-statisch.nb

In4;- WeightedlinRegNollau[data_, s_] :=
Module[{x, y, a, b, sa, sb, n, ni, xi, xxi, yi, xyi, D, sy},
x = Transpose[data] [[1]];
y = Transpose[data] [[2]];
n = Length[data];
ni=Sum[l/s[[i]]*2, {i, n}];
xi=sum[x[[i]] /s[[1]]1"2, {i, n}];
xxi = Sum[x[[i]]*2/s[[i]]*2, {i, n}];
yi=Sum[y[[i]] /s[[i]]1"2, {i, n}];
xyi = Sum[x[[i]] »y[[1]] /s[[1]1]1"2, {i, n}];
D =ni*xxi-xi*2;
a=(nis*xyi-xi*yi)/D;
b= (xxi*yi-xixxyi) /D;
sy = Sqrt[Sum[((y[[i]] -a*x[[i]]-b) /s[[i]])"*2, {i, n}]1/ (n-2)];
sa =sy*Sqrt[ni/D];
sb = sy * Sqrt [xxi /D] ;
{a, sa, b, sb}];

Mittelwert, Standardabweichung der verwendeten insgesamt 32
Massestlucke

ns- massePlatzl = {50.169, 50.954, 50.322, 50.719, 50.207, 50.034, 49.996, 50.612};
massePlatz2 = {50.651, 50.598, 49.840, 50.502, 50.333, 50.016, 49.948, 49.806};
massePlatz3 = {50.871, 50.676, 50.251, 49.966, 50.047, 49.970, 49.945, 49.978};
massePlatz4 = {49.922, 49.958, 49.966, 49.562, 49.988, 50.813, 49.968, 50.400};
masse = Join[massePlatzl, massePlatz2, massePlatz3, massePlatz4];
{Mean[masse], StandardDeviation[masse]}

oufio- {50.2184, 0.35794}

Messdatenreihe vom 7.1.2015, Mel3platz 2

Anleitung Einfihrungspraktikum (2007) Seite 11

Die Feder wird schrittweise bis 400 g mit Massestticken von 50 g belastet

und mit Hilfe einer Spiegelskale an der Marke M die Auslenkung x gemessen (erste Messreihe).
Nach Erreichen der Hochstbelastung von 400 g ist dann die Feder wieder schrittweise

zu entlasten (zweite Messreihe).

ni- messdaten = {{186.0, 175.5, 165.0, 155.0, 145.5, 135.5, 126.0, 116.0},
{115.5, 125.0, 136.0, 146.0, 156.0, 165.5, 176.0, 186.0}};

in12)= nl = Length[messdaten[[1]]];
n2 = Length[messdaten[[2]]];
xlist = Join[Table[i, {i, nl}], Table[i, {i, n2, 1, -1}]1];
ylist = Flatten[messdaten];
fitlist = Transpose[{xlist, ylist}]
ourte- {{1, 186.}, {2, 175.5}, {3, 165.}, {4, 155.}, {5, 145.5},
{6, 135.5}, {7, 126.}, {8, 116.}, {8, 115.5}, {7, 125.},
{6, 136.}, {5, 146.}, {4, 156.}, {3, 165.5}, {2, 176.}, {1, 186.}}

Abschatzung des y-Fehlers aus dem systematischen Restfehler

In17:- usysResty = uSpiegelscala[ylist]

out7- {0.293, 0.28775, 0.2825, 0.2775, 0.27275, 0.26775, 0.263,
0.258, 0.25775, 0.2625, 0.268, 0.273, 0.278, 0.28275, 0.288, 0.293}

Abbildung 3: Mathematica Notebook Seite 2
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Lineare Regression

Infg)- fitresult = LinearModelFit[fitlist, x, x];

In[20]:

In[23]:

In[2s]

In[28]

Print[fitresult["ParameterTable"]];

Estimate Standard Error t-Statistic P-Value
1/195.723 0.225292 868.753 1.58279x1073*
x | -10.0149 0.0446145 -224.476 2.67212x10°%°

{a, ua, b, ub} = linRegScript[fitlist];
Print["linRegScript Gln.49 50 und 5la : y =a "x +b "];
Print [TableForm[{ {b, ub}, {a, ua}},

TableHeadings -» {{"b", "a"}, {"Estimate", "StandardError"}}]];

linRegScript Gln.49 50 und 5la : y = a " x + b

I Estimate StandardError
b 195.723 0.225292
a -10.0149 0.0446145

F4-statisch.nb | 3

gewichtete lineare Regression (mit systematischem Restfehler)

weigthedfitresult = LinearModelFit[fitlist, x, x, Weights » 1/ (usysResty) *2];

Print [weigthedfitresult["ParameterTable"]];

Estimate Standard Error t-Statistic P-Value
1195.707 0.233646 837.62 2.6382x1073*
x | -10.0114 0.044768 -223.628 2.81746x107%°

{as, uas, bS, ubS} = WeightedlinRegScript[fitlist, usysResty];
Print ["WeightedlinRegScript Gln.43 ... 45 : y =a "x +b "];
Print [TableForm[{ {bS, ubsS}, {aS, uasS}},

TableHeadings -» {{"b", "a"}, {"Estimate", "StandardError"}}]];

WeightedlinRegScript Gln.43 ... 45 : y = a " x + b
Estimate StandardError

b 195.707 0.156635

a -10.0114 0.0300122

{aN, uaN, bN, ubN} = WeightedlinRegNollau[fitlist, usysResty];
Print["WeightedlinRegNollau pp. 152 - 155 : y =a "x + b "];
Print [TableForm[{ {bN, ubN}, {aN, uaN}},

TableHeadings -» {{"b", "a"}, {"Estimate", "StandardError"}}]];

WeightedlinRegNollau pp. 152 - 155 : y =a " x + b
| Estimate StandardError

b 195.707 0.233646

a -10.0114 0.044768

gewichtete lineare Regression (mit systematischem Restfehler)

VarianceEstimatorFunction-> (1&)

weigthedfitresult = LinearModelFit[fitlist, x, x,
Weights -» 1/ (usysResty) #2 , VarianceEstimatorFunction - (1&)];
Print [weigthedfitresult["ParameterTable"]];

Estimate Standard Error t-Statistic P-Value

1/195.707 0.156635 1249.44 9.77167x10°%
x 1-10.0114 0.0300122 -333.577 1.04454x107%®

Abbildung 4: Mathematica Notebook Seite 3

33



E ?L."!,,/;,Z/g‘m;/aq or/ymlr -

Class  Fit |
eulbiolt ,QVo/;ch Vaviabe
bool o/_ai/c',evvour/~ Fll - 254
dud /oaélic Lioec el Fit.ly o 4533
VOl‘ﬂo/ Sce'/CiEkror(bo‘o[ yés =bvac)
{o/, ccale_ewwors = ch f}

5
Vervi alle ol scole - evvser W lg
void Tk :zivik ()
o/,s’cza/c-ewxo»: = py[rc TILO’W/"O:Q‘}
¥ Ces [ w;‘voj i 'C’c’w[rucév T:MLF:[ aqéewﬂq

LL> @e%uﬂm;ﬁj ich o/,gco/c,ew/og( = Pméc

SCél/c _Ervou wived ota/:’vcva@u e
Hf}o[(fa(foq iedlow . cpp 2 Im 71((/()

‘ P’"H‘CV >scalk Evvevs (@“/-S'ca/c,e&#ov:)/‘ ==3

cloes Fit | .
)ouSéic: bool P;’/-rca c _evvout i—k F't}ﬂ/ﬂ["wérg*’ L/“*jv V-é/‘f-.“{3 V(4

A=)

Lil_ccale _cvvow = bvue ; [pplcalox L/Iua@w_cﬁq LY

QtiPlot-setzt Vorgabewert auf truve—————————————

dieser muss vom gewahlten Fitter GUbernommen werden !

Abbildung 5: Quellcodeanalyse Seite 1

34



&N

SVC/COVG//H/’PLf(dADML/;VIO/OL/ (’/"f A8 349

-
p (ch/a/tob; ! = F{lllwcdv g& o}acva[mq . ‘F;_g[a/éc.)
{ P/ l/tv -> 3:1:35 ’m[va/ Va/ucr ( ):
l NP1 : i : Pf,l/cv - scale Evvors ( Fil_ocele - evpoug );
P‘\Z/(v‘ - 3&(4(:/&& E{uQ[f‘ou (3m evarl (Jeas bove FI /ooi&([g7
PI ! lom\vla )
} e[tc uP ((y’ .? [M(av ﬁ/ }oomis)
il >gewetle Fume bivu ( gesovale Ualpos Bl ol

LinearFit und LinearSlopeFit Gbernehnien nicht den Wert aus dem ApplicationWindow.
Der default Wert false aus less Fit wird, nicht Uberschrieben.

/15339 void ﬁﬁa[fca Wvulwo/ow’ aualyzefwvc |
(Gvu,ulo. *3[ ,aul r/o/chbc,*C ﬂqg/ys’;\r olpevulﬂﬁw)

S /rtr COVCW‘ [tou) {

case Fitlrucov ;

133638 P:‘Hcv = uew Ll"ncdvri’[(/lbuk‘{ 3)"' #
] cha(K
coge 'Fn‘glo/ac :
A4497 ; FH&» = Hvew LIWCM glo/ac Hl (MHJ 3), #
bveak N o

i\ # oLeCued i gcu/aualf\/sis,/ P&/yhawiél /Tff,L,

Abbildung 6: Quellcodeanalyse Seite 2

35



 Srefowlysis | Pelivow iwal Fibd

651 c[afs Ll'McauF‘# :Pdéllqc -Fi[

yeid £1C)
ﬁ;o'w‘va& L ]
; ; becl fwflj{ )
7 j |

gg: {c[a” L"qca"g[cfﬁ .F/'VL N ’auLL‘c F)l T T

Void ﬁ/( ),’ |
pvi Vu[(‘ | |

L [/0"5/ fuil <>l
@Olt‘qcméua[‘ﬁl . 0/0/0
202 void LiaeaTit o: juik C ) { L L1
‘27‘1=l d_scale. ecvous = fulse L |
|

R,
1

39# void Liucac S.)/ochi?( :: [w‘f ()
390;] o scale —evvos = [ulse

Abbildung 7: Quellcodeanalyse Seite 3

36



( ‘ _fl/c /aua/\[.m //96 tWOM,qd/,L,/ CP/o N S S
293: void Liweac Fif 2 PiEC) £
305@ if (a]—t«/cijll:/v‘uj == No L/cigl'»t/:iuj)
gst Pt Liveew (o) GSl-Rboce  p GOT
elsc | BEE -
gsl - Gf. U/'vtuw( ) GSL-Reluuz p403
uea Lr/ d’d/e! = o T
MF CO Voviaunge '/%A'x 1T
Cab’Z/%i’ %C—?- 054//6/5

Un u&j "/to/ 0/cl/¢( D> Javiauc - couawah(,g ﬁu/u,)(
, %2 M' |
G’— Z(y =Y ch ) /(w-/n)

, 3 5
PR P AR
Cab ? u 97/ @7

Co vaviau ce ﬁa/v:)( '

= W"‘\‘f"“/ VD"[CI :eu [rp» 4 Qou/ Fovove = \/b
Uquujuéj Ocl/a ) Pur /;Pwt[r/ Sca/c [V"’uv.\ = V, ,5
1 OP hf‘“ ) SClec Eieow v“ ish Wi de%jI/OS

_/

Notwendig, da Festlegung durch die Wahl der GSL-Funktion vorgegeben
ist. Eine Anwendung von Scale Errors=true auf unweigthed Data flUhrt
zu falschen Ergebnissen.
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